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Rappels Mathematiques 

1. Les vecteurs 

Un vecteur est un objet mathematique qui possede une intensite et une direction. 

On designera un vecteur au moyen d'un symbole surmonte d'une fleche (V ) et son 
intensite par le symbole sans la fleche V. 

La composante d'un vecteur sur un axe donne est la longueur de la projection du vecteur 
sur l'axe. Soit trois axes orthogonaux X, Y et Z. Un vecteur (tridimensionnel) est completement 

determine par ses composantes x, y, z sur les trois axes. On ecrit V = (x, y, z). Cela dit, il est 
important de remarquer que le vecteur est independant des axes choisis (c'est-a-dire du 
referentiel), tandis que les composantes changent si Ton effectue une rotation des axes, par 
exemple. 

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la grandeur est egale a 1. On le designe par une 

* - - - - - V 

lettre minuscule ( * ,j ,k , u , etc.). Pour tout vecteur V non nul, u - — est un vecteur unitaire 

parallele a V . Les trois vecteurs unitaires (i ,j ,k) sont paralleles aux axes X, Y, Z, 
respectivement et manifestement, 

V =x i +y j +z k (1.1) 

- Le produit scalaire de deux vecteurs Vj et V 2 est un nombre, note Vj ,V 2 et defini 

comme 

Vj.V 2 = x,x 2 + yiy 2 + Z 1 Z 2 . ( 1.2) 

On peut montrer que Vj ,V 2 = Vi V 2 cos a. a est Tangle entre Vj et V 2 . Le produit Vj ,V 2 est un 
scalaire, en ce sens que sa valeur ne change pas si Ton effectue une rotation des axes x, y et z. 

On a 

V.V = x 2 + y 2 +z 2 =V 2 (1.3) 

- Le produit vectoriel de Vj et V 2 est un vecteur, note Vj XV 2 et defini comme 
V] AV 2 = (yiz. 2 - ziy 2 ) i + (zix 2 - x,z 2 ) j + (x,y 2 -y,x 2 ) k 

i i k 

xj yj zj (1.4) 

x 2 Y2 *2 

On peut montrer que Vj AV 2 est un vecteur perpendiculaire au plan forme par Vj etV 2 , 

dont 1’ intensite est egale a V 2 .V 2 \ sin a\ et dont le sens est donne par la regie des trois doigts de 
la main droite. 

II n'est pas difficile de montrer que : 

Vj xV 2 = - vj AF/ (1.5) 
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Vj^.V2=V2.Vj^ ^ ^ ^ ^ ^ ( 1 . 6 ) 

Vj.(V 2 AV^)=V 2 .(V^ AVi)=V 3 .(Vj AV 2 ) (1.7) 

Vj.(V~ 2 A \ r 3 ) = {V i y 3 ).V 2 -{V 1 .V 2 ).'v 3 (1.8) 

- La derivee d'un vecteur par rapport a une variable s'effectue composante par 
composante. La derivee d'un produit scalaire ou d'un produit vectoriel suit les lois de la derivee 
d'un produit ordinaire. 


2. Les systemes de coordonnees 

Rappel : L'integrale d'une fonction f(x) entre deux homes a et b est egale a l'aire sous la 
courbe associee. Pour obtenir une valeur approximative de l'aire, on peut faire la constmction 
illustree a la figure 1.1. On divise l'intervalle (a,b) en n sous intervalles egaux de longueur Ax, et 
on evalue l'aire de chacun des rectangles indiques. 



Fig. 1.1: Approximation de l'aire sous une courbe. 


On ainsi : 

n 

Aire sous la courbe = H, f ( x i )Ax (1.9) 

i=l 

h n 

Et done \ a f(x)dx= lim Yf( x i)^ x (110) 

a n ->+ oo i=1 

Une fonction d'une variable peut etre integree sur un intervalle. On effectue done les 
calculs dans l’espace a une dimension. De meme, une fonction de deux variables peut etre 
integree sur une surface (on utilise dans ce cas l’integrale double Jj ), les calculs sont realises 
dans l’espace a deux dimensions. En fin, une fonction de trois variables peut etre integree sur un 
volume (on utilise l’integrale triple |JJ ) et on calcul done dans l’espace a trois dimensions. 
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a- Coordonnees cartesiennes 



b- Coordonnees cylindriques. 





En faisant varier p de 0 a R, (p de 0 a 2n et z de 0 a une valeur h, le point M decrira un 
cylindre d’axe OZ, de rayon R et de hauteur h. On ecrit : 

R 2 

v = yjj v = J/J v pdp\y n d<p\y dz = 2 7ih . C’est-a-dire que v = nR 2 h qui est 


bien le volume du cylindre. On peut obtenir la surface (done deux dimensions) du meme cylindre 
en fixant des le debut p = R : s = ds = f 2 ^ Rdcp^dz, = 27iRh . 


Cas particulier : coordonnees polaires. 

Quand z = 0, le systeme est reduit a deux dimensions ^»et p, que Ton note par habitude 0 
et r. Dans ce cas on peut representer OM ainsi que l’element de surface ds dans le referentiel 
OXY. 
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x = r cos 6 y = r sin 6 
2.2 2 
x +y = r 



c- Coordonnees spheriques. 




M = M (r, 6, (p) 


Element de volume 


En faisant varier r de 0 a R, 0 de 0 a n et (p de 0 a 2tt, le point M decrira une sphere de 
rayon R et de centre O. On ecrit : 

r 3 

v = \\\ v dv = \j\ v r 2 sin Odrdddcp = j^r 2 drj^sin ddd\ 2jr d(p = —^-.2.2.n . C’est-a-dire que 
4 3 

v = — nR qui est bien le volume de la sphere. 

On peut obtenir la surface (done deux dimensions) de la meme sphere en fixant des le debut 
r = R : s = jj g ds = R 2 jo sin 0dQ\ 2 ^ n dep = 4nR 2 . 


3. Analyse vectorielle 

Un objet mathematique qui depend des coordonnees spatiales x, y, et z est appele un 
champ. Un champ peut aussi dependre du temps. Un champ peut etre scalaire (f'(x, y, z) ou 
f(x, y, z, 0) ou vectoriel. Un champ vectoriel est un vecteur qui depend de .v, y, z (et, peut-etre 
aussi, de t). Chaque composante du champ peut etre fonction des trois variables spatiales x, y et z. 

V (r) = (K(x, y, z), V/x, y, z), V z (x, y,z)) (1.11) 

On ecrit aussi V (r) ou V (r ,t). 

Un vecteur qui ne depend pas de r est un champ dit uniforme. Un champ independant du temps 
est dit constant. 
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Exemples. Le champ electrique, le champ magnetique et la vitesse d'un fluide sont des champs 
vectoriels, tandis que la temperature, la pression, et la densite de l'atmosphere sont des champs 
scalaires. 

3.1. LES OPERATEURS : Gradient, divergence et rotationnel. 

a- L’operateur gradient 


Soit f (r) = f (x, y, z) un champ scalaire. On peut, en general, calculer les derivees 
partielles de / par rapport aux variables x, y et z (de meme que les derivees secondes, etc.). Soit 

r = (x, y, z) et r+dr = (x+dx, y+dy, z+dz) deux points separes par une distance infiniment petite. 


La difference entre f (r+ dr ) etf (r ) est, au premier ordre, donnee par les premiers termes de 
la serie de Taylor : 

f (x + dx, y + dy, z + dz) - f(x, y, z) = —dx + — dy + —dz (1.12) 

dx dy dz 

Definissons un champ vectoriel note grad f dont Texpression est : 


gradf 


M d _L V) 

1 dx’dy’dz ' 


Le second membre de Tequation 1.10 serait le produit : gradf .dr . Alors on peut ecrire : 

gradf .dr = f(r + dr)-f(r) = —dx + —dy + —dz (1.13) 

dx dy dz 


Le champ gradf est appele gradient de f L’operateur gradient est un champ vectoriel 
agissant sur une fonction scalaire . 


dx dy dz 


(1.14) 


Pour un dr donne, il est clair que f(r + dr) — f(r) sera maximum si dr est parallele a 

gradf . Ainsi, le gradient donne la direction de variation maximum d'une fonction. Par ailleurs, 
une fonction ne varie pas dans une direction orthogonale au gradient. 


b- L’operateur divergence . 


Soit un champ vectoriel V = (V x (x, y, z), V y (x, y, z), V z (x, y, z)). La divergence de V est le 

- - dV x dV y dV. 

champ scalaire note divV et defini comme divV = 1 1 . 

civ dy dz 

La signification physique de la divergence sera examinee plus tard. 


c- L’operateur rotationnel . 

Soit un champ vectoriel V = (V x (x, y, z), V y (x, y, z), V-(x, y, z))- Le rotationnel de V est le 
champ vectoriel rotV note et defini comme : 
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rotV = 


i i k 

AAA 

dx dy dz 

V V V 
r x r y r z 




)i-( 


SVz 

dx 


BY* 

dz 


)j + ( 



SVx 

dy 


)k 


La signification physique du rotationnel sera examinee plus tard. II est aise de montrer 
que, pour tout champ scalaire f (r), rot (gradf(r)) = 0 , c'est a dire que le rotationnel d'un 
gradient s'annule toujours. Inversement, on peut montrer que si V est un champ vectoriel tel que 
rotV = 0 , alors il existe un champ scalaire / tel que V = gradf . On dit que V est un gradient. II 
est aise de montrer que, pour tout champ vectoriel div( rotV ) = 0 , c'est a dire que la divergence 
d'un rotationnel s'annule toujours. Inversement, on peut montrer que si V est un champ vectoriel 

tel que divV = 0 , alors il existe un champ vectoriel W tel que W = rotV . On dit que W est un 
rotationnel. 


d- L’operateur Nabla V . 

• . d d d . , 

C est un operateur vectoriel qui a pour composante : ( — , — , — ) tel que : 

dx dy dz 

V/Y x, y, z) = gradf( x, y, z) 

VV(x,y,z) = divV ( x,y,z ) 

WAV (x,y,z) = gradV (x,y,z) 

e- L’operateur Laplacien A 

C’est un operateur scalaire obtenu par deux applications successives de V sur un champ de 

- - * d 2 f d 2 f d 2 f 

scalaires : A f(x,y,z) = V (W f(x,y,z)) = div ( gradf (x,y,z)) = — + — — + — — • 

dx 2 dy 2 dz 2 


4. Theoremes fondamentaux. 

4.1 Circulation d’un vecteur. 

Soit, dans l’espace, un champ vectoriel E( r) (r = OM ). Sur tous les points de la courbe 
ab (figure 1.2), E(r) peut avoir une direction differente. En particulier entre deux points voisin 
M et M’. On appelle circulation de E(r ) le long de la courbe ab , la quantite : 

C(E/ab) = \E(r)Il (1.15) 

ab 

E(r ).dl est la circulation elementaire de E(r ) le long de MM' = dl 
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C( E /ab) = J E.dl. cos a 

ab 

-Si E ±dl , cos a = 0 et done C( E /ab) = 0 

- Si E //dl , cos a = 1 et done 

C( E /ab) = \E.dl si en plus E est uniforme 

ab 

(constant en tout point M de ab) alors : 
C(E/ab) = E \dl - E.ab 

ab 



4.2. Flux d’un vecteur a travers une surface. 

A dS on associe dS dont les caracteristiques 
sont : - module : aire de dS 

- direction : normale enMadS 

- sens : au choix 

dS = dS.n 

Par definition, on appelle flux de E a travers 
la surface S, la quantite : 0(E /S) = EdS 

- Si E IdS , cos a = 0 et 0(E/S) = 0. Le 
flux est minimal. 



- Si EH dS , cos a = / et Q(E/S) = EdS . Si en plus E est uniforme (constant en tout point 

M de S) alors <P(E/S) = 2i dS = E.S . Le flux est maximal. On peut imaginer que le flux d’un 

champ vectoriel a travers une surface serait la quantite de vecteurs qui traverse cette meme 
surface. 


4.3. Theoreme de Stokes. 

Soit : - Un Champ de vecteurs E . 

- Une courbe fermee C 

- Une surface S s’appuyant sur C 
Important : Nous avons oriente la courbe C 
(fleche), en un point M de S, le vecteur 

surface dS obeira a la regie du tir bouchon 
ou a la regie des trois doigts de la main droite. 

Enonce : La circulation de E a travers ( C) est egale au flux a travers S de son rotationnel. 

f> c E(fl = ff s rotEdS (1.16) 
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Le symbole § c signifie que la courbe d’ integration (C) est fermee. 

4.4. Theoreme de Green Ostrogradski. 

Soit : - Un Champ de vecteurs E . 

- Une courbe fermee C 

- Une surface fermee S delimitant un 
volume V 

Important : Quand la surface est fermee, on 
orient edS de l’interieur vers l’exterieur. 

Enonce : Le flux de £ a travers (5) est egale a l’integrale triple de sa divergence. 

E.dS = jjj F divE.dV (1.1 7) 

Le symbole ^ : signifie que la surface d’integration (5) est fermee. 
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Exercices sur les rappelles Mathematiques 


EXE 1 

Soit trois points A (2,4,4) et B (3,6,5) ; C (6,6,6). 

a- Representer dans le systeme de coordonnees cartesien les points A, B et C. 
b- Donner les composantes des vecteurs AB et AC et les ecrire dans la base (i,j, 
c- Calculer le produit scalaire AB .AC . 
d- Calculer les modules de AB et de AC . 
e- Calculer 1’ angle que fait AB avec AC 


EXE 2 

Un point M etant repere par le vecteur OM -r-xi + yj + zk. 
Calculer : 

a- Le gradient des fonctions : r, 1/r et In r. 

-* r 

b- La divergence des vecteurs : r et — 

r 3 


v r 

c- le rotationnel des vecteurs : r , — et — 

r 2 r 3 


d- Le Lapacien Ar. 


EXE 3 

Soit le champ de vecteurs V(M ) dont les composantes au point M sont : 

V x (x, y, z), V y (x, y, z), V/x, y, z). 

Calculer sa divergence et son rotationnel si. 
a -V x = 2x-y V y = -x + 2y v z = -4z 

b- V x =2y + 3 z V y = -2 x V z = 3 x 

Le cas echeant donner l'expression dont il est le gradient. 
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Electrostatique 

I- Force et Champ electrostatiques 
1.1 Introduction. 

L’electrostatique, est l’etude des interactions entre charges electriques maintenues fixes 
dans un repere donne (immobiles). 

Pour evaluer les interactions entre charges, il est tres commode d’introduire le concept de 
champ. Dans ce chapitre, nous allons introduire et etudier le champ electrostatique (on dit 
souvent le champ electrique) et les methodes de le calculer quand c’est possible. 

Quantification de la charge electrique. 

C’est un fait experimental que toutes les charges electriques isolables sont des multiples 
entiers d’une charge fondamentale, egale a la charge du proton. II semble que tous les protons ont 
rigoureusement la meme charge electrique, notee q p = 1,602.10' 19 C (C : coulomb). Tous les 
electrons ont une charge egale a -q p . 

L’existence de charges positives et negatives correspond au fait que la force entre deux 
charges immobiles (que nous allons bientot investiguer) peut etre attractive ou repulsive. La force 
gravitationnelle, par contre, est toujours attractive, d’ou le fait que toutes les masses sont 
positives. 

Quoi qu’il en soit, les lois de T electrostatique que nous allons developper sont 
independantes de la quantification de la charge. Les forces seront de nature electrostatique. On dit 
aussi force coulombienne. 

Afin de faciliter la comprehension de certaines parties, dans la suite du cours, nous 
supposerons toujours que les charges sont positives (sauf quand c’est indique). 


1.2 La loi de Coulomb. 


Soit deux charges ponctuelles immobiles qt et q 2 . La force electrostatique existante entre 
les deux charges est attractive si les charges ont des signes opposes, et est repulsive si elles sont 
de meme signe. 

La force est proportionnelle au produit des charges, et inversement proportionnelle au carre de 
leur distance. 

Explicitement, si F 12 designe la force exercee par qi sur q 2 et F 21 la force exercee par 


q 2 sur qi, alors : 


F 12 = 


qiq 2 r2-rj 


4tT£, 


= —F 21 


0 


r 2 -rj 


( 2 . 1 ) 


La constante £0 = 8.854 x 10r 12 C 2 s 2 kg 1 m' 3 est appelee permittivite du vide. On peut se 


rappeler qu’en unites intemationales, (4nso)' 1 = k = 9 x 10 v . 


On peut trouver les valeurs precises des constantes physiques sur la page Web du National 
Institute of Standards and Technology (http://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html). 
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L’expression (2.1) peut aussi etre ecrite sous la forme : 


F n 


9 i<i 2 r i 2 u i 9 i ^2 i — 9192 i zr 

— = — Uj = — «2 = ‘ 21 

4ns 0 r/ 2 4ns 0 r f 2 4ns 0 r j 2 


( 2 . 2 ) 


Remarques : - Dans l’expression (2.2) il faut tenir compte du signe de la charge. 

- Le sens de la force electrostatique depend du signe de la charge, alors que le sens 


des vecteurs unitaires uj et « 2 est toujours le meme. 

- La force electrostatique est tres grande si on la compare a la force de gravitation. 
A titre d’exemple : Entre deux electrons qui se repoussent, le rapport entre la force electrostatique 
et la force de gravitation est de l’ordre de F e /F g = 4 10 42 . La force de gravitation reste done 
suffisamment negligeable devant Fa- 


Theoreme de superposition. 


Soit qo une charge 
electrique situee en un point Mo 
de l’espace et soit qi, q 2 , . . q n 
des charges situees aux points 
Mi, M 2 , ..., M n . On suppose, 
bien sur, que les charges sont 
ponctuelles et immobiles. C’est 
un fait experimental que la force 
totale exercee par les n charges 
sur qo est la resultante 
vectorielle des forces 
coulombiennes exercees par 



chacune des n charges. Ceci s’appelle le principe de superposition. Explicitement, si F designe 
la force electrostatique totale exercee sur q, alors : 


F=Z 

i=l 

Ou r i0 (i = 1, 2, 


9o9i 1 — 

4keq r 2 1 
u r i0 

...,«) est la distance qui separe la charge q, de la charge q 0 . 


(2.3) 
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1.3 Champ electrique dans le vide. 


Dans l’expression (2.3), on peut remarquer que la charge qo ne depend pas de i. On peut la 
faire sortir a l’exterieur de X. 


F = vo 


<n 


>‘i 4ne > do 


U; 


(2.4) 


La quantite entre crochets est independante de la charge qo. Elle ne depend que des autres charges 
et de la distance MqM ; . Cette quantite est appelee champ electrique : 


__ n 


i=l 


<n 

4ksq 



= £jn_ 

i=l 4 ™0 



(2.5) 


II est cree au point Mo par l’ensemble des charges immobiles q%, q 2 , ..., q„- II est tel que, si Ton 
introduit une charge additionnelle qo au point Mo, la force electrostatique exercee sur qo est 
donnee par : 


F = q 0 E (2.6) 

Physiquement, les forces sont des quantites mesurables. A premiere vue, il peut sembler 
que le champ electrique n’a qu’une signification mathematique, en l’occurrence, un vecteur qui 
permet de calculer aisement les forces. Mais le champ electrique a deux autres caracteristiques 
importantes. D’une part, il sert a eliminer le concept d’action a distance. En effet, il peut etre 
desagreable de penser que deux charges puissent s’influencer sans qu’il y ait rien entre elles. 
Dans ce contexte, le champ electrique est l’entite qui, de proche en proche, transmet l’interaction 
d’une charge a l’autre. La presence d’une charge modifie les proprietes de l’espace environnant, 
et l’espace ainsi modifie produit la force sur l’autre charge. 

Le champ electrique a, d’autre part, veritablement une signification physique. Ceci est 
relie, entre autres, au fait qu’il possede de l’energie et de l’impulsion, comme nous le verrons 
eventuellement. En fin, comme on a pu le constater, le champ electrique est inversement 
proportionnel a r 2 ; on dit qu’il est newtonien. 


Important : Le champ electrique cree par une charge existe en tout point M de l ’espace 
alors que la force electrique n ’existe que s ’il y a aux moins deux charges. 


Cas particulier 

1- champ cree par une seule charge ponctuelle 

— i q - — — 

E = — u Quand q > 0 E et u sont de meme sens et quand q < 0 E et u sont de 

4jZ£q f 2 

signe contraire. 

On dit que le champ electrique fuit les charges positives et se dirige vers les charges 
negatives. 
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E si q<0 E si q>0 

• — ► < • ► 

q M 


On appelle lignes de champ (on dit aussi ligne de force), l’ensemble des courbes qui sont 

constamment paralleles au champ. En d’autres termes c’est ‘’la trajectoire de E ”. 

Dans le cas d’une seule charge les lignes de champ sont des droites qui se coupent au 
point ou est placee la charge. 




Cas d’une charge positive 


Le trace des lignes de champ permet d'etablir failure generate du champ electrique dans 
une region donnee de fespace. La ligne de champ represente l'orientation du champ electrique 
resultant en un point de fespace. En tout point, le champ electrique resultant est tangent a la ligne 
de champ passant par ce point. Pour tracer convenablement les lignes de champ, certaines regies 
s'appliquent : 

1. Les lignes de champ sont continues entre les charges positives et negatives. Les lignes 
de champ sont produites par les charges positives et absorbees par les charges negatives. 

2. Le nombre de lignes de champ produites ou absorbees par une charge est proportionnel 
a la grandeur de la charge (une charge +2q produit deux fois plus de lignes qu'en absorbe une 
charge -q). 

3. Les lignes de champ doivent respecter la symetrie de la distribution des charges. 
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4. Les lignes de champ ne doivent pas se croiser. 

5. En s'eloignant de la distribution de charges, les lignes de champ semblent provenir 
d'une charge ponctuelle de valeur egale a la charge nette de la distribution. 


I.3.1.Champ electrique cree par une distribution continue de charges. 

D’un point de vue microscopique, la charge electrique est portee par des particules 
elementaires extremement petites. D’un point de vue macroscopique, cependant, on peut souvent 
considerer que la charge electrique est distribute de facon continue. Ceci suppose que l’on se 
situe a des echelles beaucoup plus grandes que les dimensions des particules. 

Done, dans un espace donne une distribution continue de charge est un ensemble de 
charges ponctuelles supposees collees l’une a l’autre et le moindre espace vide entre deux 
charges voisines est inexistant. 

Une distribution de charge continue peut etre volumique (que l’on note souvent p), 
surfacique (<r) (on dit aussi superficielle) ou lineique (A). Une distribution de charge peut etre 
constante ou variable. 

a- Distribution volumique. 

Supposons qu’un volume quelconque 
v contient une distribution continue de 
charges. Soit dv un element de volume autour 
d’un point Mo. Supposons que, dv soit petit 
par rapport aux distances macroscopiques, 
mais grand par rapport aux dimensions des 
particules. Soit dq la charge electrique 
elementaire contenue dans dv. 



La densite volumique de charge au point M, notee p, est definie comme : 
p contient la charge dq. 


P = 


_dq 


dv 


Le champ cree par dq au point M est : 

H 1 dq- 
dE = — u 


(2.7) 


( 2 . 8 ) 


4 ns o 

Si maintenant on divise v en un ensemble de volumes tres petits v,- (* = 1 — > n ) contenant 
chacun une charge elementaire dqi, le champ total cree au point M par toute ces charges (done par 
une distribution discontinue de charge) serait : 


v’ 1 d( H U* _ v' 1 P lv i 77 
X A 2 U i ~ ^ A 2 U i 

i=1 4ns 0 r ? i=1 4ns 0 r ? 


(2.9) 


Ou r, est la distance entre la charge </, (situee au point M 0i ) est le point M et iij est le vecteur 


unitaire de la direction M 0i M. 
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Et si en plus on fait tendre n vers l’infini, la distribution discrete de charges va devenir une 
distribution continue et le champ serait : 

1 pdv 
'' 4u£q 

Notons qu’une integrate vectorielle s’evalue composante par composante. 




u 


( 2 . 10 ) 


b- Distribution surfacique 


Pour une distribution surfacique, le meme resonnement nous conduit a : 

— rr 1 ods~ 

E = —u 

S 47T£q y 2 

c- Distribution lineique 

Et en fin quand la distribution est lineique nous aurons : 

1 (Till - 


E = \l 


4tts 


u 


0 r 


( 2 . 11 ) 


( 2 . 12 ) 


1.4 Theoreme de Gauss. 

1.4.1 Angle solide. 

Essayons de comprendre la signification d’un angle dans le plan 
Selon le schema ci-contre, dOe st Tangle 
sous lequel du point O on observe le segment 
[AB\. dl est Tare decoupe sur le cercle de 
rayon R par les segments \OA\ et [ OB\ . 
dl = R d6. 

Si R = 1 alors dl = d0(0e n radian). 

On peut dire qu’un angle en radian est la 
longueur de Tare decoupe sur le cercle de 
rayon 1 (une unite : 1 metre, 1cm,...). 

L’angle sous le quel de O on observe tout le plan est le perimetre du cercle de rayon 1 
c'est-a-dire 2nR = 2 radian. 

Par analogic, un angle dans Tespace, est la surface (au lieu du perimetre) decoupee sur la 
sphere (au lieu du cercle) de rayon 1. On Tappelle angle solide et on le note Q. Q est defini en 
steradian (srd). 
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dQ est Tangle solide sous lequel du 
point O on observe la surface dS. ds est la 
surface decoupee sur la sphere de rayon 1 par 
le cone C. 

On montre que : 

ds f? 2 
dScosa r 2 



Soit : 

dQ = ds = 
Avec R = 1 : 


ft dS cos a 


dQ = 


dS cos a dS nu dS u 


(2.13) 


r r r 

L’angle solide sous lequel on observe tout Tespace est la surface de la sphere de rayon 1 : 


Q= 4kR = 4nsrd. 


1.4.2 Flux du champ electrique. 

a- Cas d’une seule charge 


* Flux de E a travers une sphere . 


On cherche le flux du champ electrique a 
travers une sphere (surface fermee) de centre O 
et de rayon R. En tout point M de la surface de 
la sphere, nous avons : 

E(M) = — %-u 

4tt£o r 2 



Et E(R ) = — %- 

4ns o r 2 

u et dS sont colineaires : u.dS = u.dS = dS 


(2.14) 


d@( E /dS) = E.dS est le flux du champ a travers la surface elementaire dS. On dit que c’est un 
flux elementaire. 

Le flux est : 

0(E/S) = \dO(E/dS) = \\ s EdS = \\ s E udS = \\ s E dS 
Or, quelque soit le point M de la surface de la sphere, la distance OM est toujours egale a R. 


Puisque E ne depend que de R, sa valeur sera la meme partout sur 5”; d’ou : 
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0(E/S) = E\\ s dS = ES = E 4 ttR 2 (2.15) 

Des relations (2.14) et (2.15) on deduit : 

0(E/S) = — (2.16) 

£o 

Le flux du champ electrique a travers une sphere est independant de son rayon (done de 
la sphere elle-meme). II ne depend que de la charge qui cree le champ. 


* Flux de E a travers une surface quelconque . 


On cherche a calculer le flux du 
champ electrique a travers une surface 
quelconque S (surface fermee). En tout 
point M de la surface tel que OM = r, nous 
avons : 

E(M) = — %~u 

4k£q r 2 

Et E(r) = -^—\ 

4TT£q 

Avec u.dS = dS.cosa 



(2.17) 


d0(E/dS) = E.dS est le flux elementaire du champ a travers la surface elementaire dS. 


d0( E / dS ) = E dS = E udS = E dS cos a 

[ c flux elementaire peut etre ecrit sous la forme : 

q dS cos a 


-dS cos a 


4nsor‘ 


d0(E/dS) = 


4jt£/, 


(2.18) 


dS cos a 


est l’angle solide sous lequel du point O, on observe dS; soit : 


d0(E/dS) = 


q dI2 
£q 4k 


D’ou : 


0( E / S ) = \ d0( E / dS ) = — (2.19) 

£o 

Le flux du champ electrique est independant de la surface choisie (sphere, surface 
quelconque, ...etc.). II ne depend que de la charge (q) et du milieu (id le vide : So). 


Remarques : 


Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI 


Electricite 1 


22 


- Quand la charge q est a 
T exterieur de S, le nombre de 
surfaces elementaires dS decoupees 
par Tangle solide dQ sur S est 
obligatoirement pair : done d@ total 
est nul =>0=0. 


- Quand q est a Tinterieur de S, le 
nombre de surfaces elementaires dS 
decoupees par Tangle solide df2 sur 
S est obligatoirement impair et en 
plus d0 garde la meme valeur : 


d0 = 


q d{2 


et 0 - 


Sq 4tt 
avec Qtotai = 4n done : 

0(E/dS) = — 

£0 


0 Ootid 
Sq 4k 


dS = dS n 


d0< 0 


d0>O » 



dS -dS n 


En resume, chaque fois que la charge se trouve dans la surface fermee, le flux est non nul 
et chaque fois qu ’elle est a l ’exterieur de la surface fermee, le flux est nul. 


1.4.3 Theoreme de Gauss. 

Dans le cas de plusieurs charges distributes dans Tespace, le flux du champ electrique a 
travers une surface fermee quelconque est la somme algebrique des flux envoyes par chacune des 
charges (principe de superposition). 

0(E/S) = § sferm ^ e EdS = -^YOinterieures ( 2 -20) 

qinterieures designe la charge totale contenue dans la surface fermee S. Les charges qui sont a 
T exterieur de S envoient un flux nul 

Dans le cas d’une distribution continue, le theoreme de Gauss prend la forme : 

• distribution volumique : 

$Sfer„,ee* Ts = j-f\vP< lV < 2 ' 2 » 

V : volume charge contenu dans la surface fermee S. 

• distribution superficielle 

fennee* Ts = HI*"'* < 2 ' 22 > 

S : surface chargee contenu dans la surface fermee S. 
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• distribution lineique 

£L , , E dS = — [Adi 

jjS jermee J 

l : longueur chargee contenu dans la surface fermee S. 


(2.23) 


Remarque : 

Dans le cas d’une distribution volumique, on peut utiliser le theoreme d’Ostrogradski 
pour convertir 1’ integrate double en une integrate triple : 

§~EdS = \\\ v divEdV Avec §E dS = —\\\ v pdV . 

S fermee S fermee £ 0 

II s’ensuit que : 

divE = -2- (2.24) 

£o 


L’expression (2.24) est dite forme locale du theoreme de Gauss . On l’appelle equation de 
Poisson. 

S’il y a absence de charge dans le volume V, p = 0 et done divE = 0<=> EdS = 0 , on dit 
que le champ electrique est a flux conservatif. C'est-a-dire que le flux total reste nul. 

Explication : 

Soit S une surface fermee formee par : un tube de force + si + S 2 . Le flux de E a travers S 

est : 

0( E / S ) = 0 = 0( E / tube de force ) + Q( E / sj ) + Q( E / S 2 ) 

E tangent aux lignes de champ : 0( E / tube de force ) = 0 done Q( E / sj ) = -0( E / S 2 ) . 

Le flux entrant dans la surface S est egal aux flux sortant de cette surface, e’est pour cette 
raison qu’on dit que le flux est conservatif. 

Remarque : Un tube de force est une surface cylindrique laterale formee par les lignes de 
champ. 


1.5 Application : calcul de E par le theoreme de Gauss. 

1.5.1 Champ cree par une sphere chargee avec p uniforme. 

dqi et dq 2 symetriques par rapport au plan diametral 


passant par OM = r. 

dEj = 1 dl> ' 

4k£q 

r 

ii 


/ %/ ;■■■■■ 

M d 

1 

dE 2 = 1 dq l 
4ns 0 r | 

V 

II 

> => dE j = dE 2 

i R ^ 

dEi 


dE = dE i +dE 2 a done la meme direction que r. On dit 
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qu’il est porte par r. II admet done une seule composante qui est la composante radiale. On dit 
que le champ est radial. 

Le volume de la sphere peut etre divise en un ensemble de charges ponctuelles 

symetriques deux a deux. Chaque couple de charges va cree un champ elementaire radial dE . Le 
champ resultant, cree par l’ensemble des charges de la sphere sera done radial. 

De plus, quelque soit M, tant que OM reste egal a r, le champ va garder le meme module. 
L’ensemble des points tels que r = constante est une sphere S de centre O et de rayon r. 


D’ou : 


0(E/S) = § EdS = — \\\ v piV 

£ 0 

E//dS => § EdS = -?-\\\ dV 

£ 0 

E uniforme => E dS = — dV 

£ 0 

=> E S = —V 

£ 0 



Avec S = 4ttv‘ 


4 ? 

et V = ttR 

3 


nous aurons : E(r) = 


pR : 


3 £ q r 2 

Remarque : S est la surface fermee a travers laquelle nous avons calcule le flux de E. S est une 
surface Active. Elle n’existe pas reellement, nous l’avons invente pour les calculs. On l’appelle 
aussi la surface de Gauss. 

V est le volume charge qui se trouve dans la surface fermee. Ne l’oublions pas, seules les charges 
a l’interieur de la surface fermee auront un flux 
non nul. 


Un autre cas s’impose e’est lorsque r est 
inferieur a R. C'est-a-dire quand le point M, ou 
l’on veut calculer le champ se trouve dans la 
sphere chargee. Dans ce cas la surface fermee va 
etre elle aussi dans la sphere chargee. Le meme 
raisonnement nous conduit alors a : 

E S = -?-V 

£ 0 

2 4 ? 

Avec S = 4nr et V = — nr . Les charges a 
l’exterieur de S ont un flux nul et ne doivent pas 
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etre prises en compte dans le calcul de V. Ce ci nous conduit a : E(r )= — r 

3s 0 

On peut tracer les variations de E quand M varie dans l’espace, c'est-a-dire quand r varie. II s’agit 
de tracer les variations de la fonction : 


* 

II 

si r > R 

3s 0 r z 


5* 

^ ( 
II 

si r <R 

3s 0 



On remarque que lorsque le point M est sur la surface de la sphere chargee, E verifie : 

nR 

E (r) = E (r) = — — . Le champ est une fonction continue. 

r^R + r^R- 3s 0 


1.5.2 Etude des symetries 

- Cas de deux charges ponctuelles 
identiques. 

Si M e au plan de symetrie P, E est 
porte par ce plan. Si M £ au plan de 

symetrie, la direction de E change selon 
la position de M. 



- Cas d’une distribution quelconque presentant un plan de symetrie (figure a). 

Si M e au plan de symetrie, E est porte par ce plan. Si Mg au plan de symetrie, la direction 
de E change selon la position de M. 

- Cas d’une distribution quelconque presentant deux plans de symetrie (figure b). 

Si M e Pi, E est dans Pi. 

Si Me P 2 , E est dans P 2 . 

Si Me A = Pi r\P 2 , E est porte par A. ==> A est une ligne de force. 
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Figure a Figure b 


Exemple : 

* Sphere chargee (distribution de charge uniforme): 

II existe une infinite de plans diametraux passant par OM (figure c). Ces plans se coupent 
selon la direction OM==> OM ligne de champ. 

* Plan charge (distribution de charge uniforme): 

II existe une infinite de plans passant par HM et perpendiculaires au plan (figure d). Ces 
plans se coupent selon la direction HM ==> HM ligne de champ. 

* Cylindre infini charge (distribution de charge uniforme) : 

A = Pi r\ P 2 = ligne de champ (figure f). 




Figure c Figure d Figure f 


II. Potentiel electrique dans le vide 
II. 1 Introduction. 
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II.l.l Cas ou le champ est produit par une seule charge. 


On reprend ici l’expression (1.15) qui donne la circulation d’un vecteur le long d’une 


courbe : 


C(E/ab) = J E(r ).dl avec E = - %r « 


E(r ).dl = 


D’ou : 


ab 

j q 

4ksq r 2 


4jzsq y 2 

u.dl u.dl = dl cos a = dr est la projection de dl sur la direction OM. 


C( E /ab) = | E.dl. cos a = J 

ab 


q dr 
ab 47r£ 0 r 2 


q 

dr 

B 

q 

" 1 

1 " 

47 T£q 


A 47 l £ 0 

JA 

r B_ 



ou r A = OA et r B =OB. 

La circulation de E ne depend que de A et B, elle ne depend pas du chemin suivi entre 
ces deux points. 

On peut ecrire : 

C(E/ab)=f(A)-f(B) 


Cas particular : AB est une courbe fermee A=B. Dans ce cas r A = r B et 

C(E / AB ) = <j> Edl = 0 . On en deduit d’apres le theoreme de Stokes que : rotE = 0 . On dit 
AA 

que la circulation de E est conservative. 


II.1.2 Le champ est produit par un ensemble de charges ponctuelles. 


Soient qi, q 2 , . . . , q„ placees en Oi, O 2 , . . ., O n . En un point M de AB, ces chargent creent 
un champ : E = E / + E 2 + ... + E n . 


==> C(E / AB)= | Edl = \ Eidl+ \E 2 dl + ...+ J E n dl = £c( E / / AB ) 
AB AB AB AB i=l 


et d’apres II.l.l : 


C(E i / AB)= 


qi 


4ksq 


Of A 


1 

~oJb_ 
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II.2- Potentiel electrique. 

/ / 

0^4~0^B 

= Y j Ai £_?/ 

/=/ j=7 4^0 OfB 

= fonctionde A- fonctionde B 

On definit ainsi une fonction de points a valeur scalaire ; on la note V et on l’appelle 
potentiel electrique. Ainsi on a : 

\Edl = V(A)-V(B) = difference de potentiel entre A et B. 

AB 

En un point quelconque M entre A et B le potentiel s’ecrit done : 

V(M) = — — £ — + k avec r,- = OM 
4xs 0 i= i *7 

II est defini a une constante pres. Par convention on suppose que le potentiel a l’infmi est 
nul : V(co) = 0 => r, => co => k = 0. 

Dou : 

V(M) = - 1 —j:^- (3.1) 

4ne 0 i=1 ri 

Une seule charge ponctuelle, placee en un point O, cree done en tout point M de l’espace 

un potentiel : V (M ) = — — — — oil r = OM. 

4ksq r 


C(E / AB) = Y J C(E i /AB)= £ 

i=l i=l 4ks 0 


II.3- Relation entre le champ et le potentiel electrique. 


Les proprietes electrostatiques de l’espace peuvent etre representes soit par un champ de 
vecteurs E(x,y,z) soit par un champ de scalaires V(x,y,z). Cherchons la relation entre ces deux 
grandeurs. 


V - 


4tT£q 

dV 


=> dV = 


dr 


4t:£q 


= -Edl 


dV 


dV 


Or dV = dx + dy + dz = gradV.dl 
dx dy dz 


D’ou E = -gradV 

On dit que E derive du potentiel V. 


(3.2) 


La relation vectorielle (3.2) est equivalente a : 
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En coordonnees cartesiennes 


En coordonnees cylindriques 


Remarque 


A l’aide des equations (2.24) et (3.2), on en deduit : 
AV + -?- = 0 


(3.3) 


Dite equation de Laplace. 


II.4- Surface equipotentielles. 

Si Eon ecrit V(x,y,z) = constante, on peut en deduire une equation sous la forme z =f(x,y) 
qui, dans le repere (X,Y,Z), serait une surface dont tous les points au meme potentiel. On dit que 
c’est une surface equipotentielle ou encore une surface de niveau. 

En fait il y a plusieurs surfaces de niveau. A chaque valeur de la constante correspond une 


Sachant que : dV = gradV.dl = -E .ill , alors E _L dl ( dV=0 ). Le signe (-) montre que le 
champ se dirige vers les potentiels decroissants. Les lignes de champ sont done toujours 
perpendiculaires aux surfaces equipotentielles. 


surface. 
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II.5- Application. 

II.5.1- Cas d’une charge ponctuelle. 


V(M) = — - — — 

471£q r 

V= constante => r = constante 

=> les surfaces equipotentielles seront des spheres de centre O (ou est placee q) et de rayon r. 



II.5.2- Cas de deux charges ponctuelles. 

1 


V(M) = 


47TSq 


±_ 

r A 


r B 


= Constante => 


/ 

r A 


J 

r B 


= constante => les surfaces 


equipotentielles sont des surfaces de revolution autour de l’axe contenant les deux charges (voir 
dipole electrique). 


II.5.3- Etude du dipole, 
a- Definition. 

Un dipole est un ensemble de deux charges electriques ponctuelles +q et -q separees par 
une distance ‘’a” tres petite devant r = OM qui est la distance du dipole au point d’observation 
M. 

On appelle moment dipolaire du dipole la grandeur : P = qAB = qai . P s’exprime en 
C.m. Souvent on utilise le Debye : 1 Debye = ^ 10 -1 9 Cwi. 

On distingue deux sortes de dipoles : le dipole rigide pour lequel le moment P reste 
constant independamment du champ exterieur dans le quel il est plonge (les molecules polaires) 
et le moment non rigide pour lequel P varie sous Taction d’un champ exterieur (la molecule 
HC1). 
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b- Potentiel cree par le dipole. 


V(M) = 

4nsg 


JL 

r A 


r B 


0 r A ~ r B 


r A 


4ttsq 

OM = r» a => 


= AH + HM 

a n 

« — cos 0 + r 

2 


et 


r A r B 

0 

r = OH'+H' M 


a n 
« — cos 0 + r» 
2 B 


M 



D’ou : 

r A -r B =acos0 

r A r B =r 2 


Done V = 


q a cos 0 
4ueq r 2 


P u 

47T£Qr 2 


Remarque : 

Quand 0 = n/2, M e au plan mediateur de AB => V = 0, c ’est une surface equip otentielle 
particuliere. 


c- Champ cree par le dipole. 

dV 


E = -gradV <=> 


E r =- 


E e = — 


dr 

1 dV 


soit : < 


r d0 


E r = 


E a — 


2P cos 0 

47T£Qr 

P sin 0 
4k£q r 3 


D’ou : 


E = fE 2 + E 2 = 


4K£gr' 


-V 


1 + 3 cos 1 0 


composante radiate 
composante orthoradiale 


Eq sin 0 1 

Remarque : tgq> = = => tgtp = —tg0 

E r 2cos0 2 

• Si M=M i , 0=0 l ere position de Gauss. E e = 0 et /: = /:, = 


2P 


4n£Qi r‘ 


• Si M=Mi, 0= 7i/2 2 eme position de Gauss. E r = 0 e t E = Eq = 


471£q! <•' 
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Si !/=)/{ , 9= k. Eo= 0 et E = E, = 


-2P 

4K£Qr 2 


Si M=M 4 , 9= -7i/2. E r = 0 et E = Eg = 


4 ns qv' 


d- Lignes de champ et Surfaces equipotentielles. 

Lignes de champ : 

Un deplacement elementaire dl sur une ligne de champ a pour composante : 

— \dr 1 rdr dr 2 cos 9 , 

dl < done ts(p = —ts9 = => — = d9 => Inr = 2 In sin 9 + Ink 

[rd9 2 d9 r sin9 

Soit : r = ksin 2 9 


Surfaces equipotentielles : 

,, Pcos9 cos 9 _ . 2 

V = cte => — = cte => — — = etc . Soit : r = k cos 9. 

4n£Qr 2 r 2 


Avant de tracer les lignes de champ, il peut etre utile de determiner l'orientation du champ 
electrique resultant en quelques points de l'espace. 









Vecteurs champ produits par la charge +q (en vert), par 
la charge -q (en rouge) et le champ resultant (en noir). 


Lorsque l'orientation du champ resultant est connue pour plusieurs points de l'espace il est 
plus facile de tracer convenablement les lignes de champ electrique. 

Le nombre de lignes de champ produites par la charge positive est le meme que le nombre 
de lignes de champ absorbees par la charge negative. Les lignes de champ sont toujours 
perpendiculaires aux surfaces equipotentielles. 
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III. LES CONDUCTEURS 
III.l Introduction. 

III. 1.1 Conducteurs et isolants. 

Un conducteur est un element de la matiere dont les charges peuvent se deplacer sous 
Taction d’un champ exterieur. Les charges mobiles sont des electrons dans le cas d’un metal et 
des ions dans le cas d’une solution d’electrolyte. 

Un isolant est un element de la matiere dont les charges sont liees a chaque atome et ne 
sont pas libres de se deplacer meme sous Taction d’un champ exterieur. 

Si Ton depose une charge en un point d’un conducteur, elle creera un champ electrique en 
tous les points de celui-ci ; d’ou deplacement des charges mobiles et a Tequilibre la charge sera 
repartie en differents points du conducteur. Par contre pour un isolant, il n’y a pas deplacement 
de charges et la charge initiale restera a Tendroit ou elle a ete deposee. 

Dans la realite un conducteur parfait n’existe pas de meme qu’un isolant parfait est un cas 
ideal. II n’existe que des mauvais isolants et des mauvais conducteurs. 

Un conducteur est dit en equilibre electrostatique lorsque toutes les charges qu’il 
contient sont immobiles. 


III. 1.2 Proprietes d’un conducteur en equilibre. 

Soit un conducteur ( C) isole, 
immobile et initialement neutre. 

Isole : pas d’influence entre le 

conducteur et les charges qui peuvent se 
trouver a son voisinage. 

Immobile : si le conducteur n’est pas 
immobile ses charges ne le seront pas 
non plus. 

Initialement neutre : sa charge totale est 
nulle IQ = 0 => p = 0, E = 0 et V = 0. 

On depose une charge Q en un point de ce conducteur. A Tequilibre toutes les charges 
sont immobiles : ^ 1 = 1 ) = qE => E = 0 = -gradV => V = cte . 

Theoreme de Gauss: $ s EdS = 0 = — Ys<li (S est une surface fermee quelconque dans le 

£ 0 

conducteur) => I? 1=0 => p= 0. Done la charge ne peut etre que sur la surface du conducteur. 

La distribution est superficielle (<r). Toute surface dans le conducteur est equipotentielle. On en 
deduit que toute la surface du conducteur est equipotentielle. Le potentiel etant une fonction 
continue, on en deduit que tout le conducteur est equipotentiel. A Texterieur du conducteur, les 
lignes de champ seront done perpendiculaires a sa surface. 

a varie d’un point de la surface a l’autre. En effet, si le rayon de courbure est faible a 
augmente et si le rayon de courbure est grand erdiminue (voir TD). 


+ + 
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Recapitulatif 

Un conducteur (C) charge en equilibre electrostatique est caracterise par : 

- E = 0 dans tout le volume de (C). 

- Le volume de (C) est equipotentiel. 

- La distribution de charge est superficielle. 

- Les lignes de champ sont perpendiculaires a la surface de (C). 

Cas particulier : conducteur creux. 

Le potentiel etant une fonction continue => dans le creux le potentiel est aussi constant et 
egale au potentiel du conducteur => EQi = 0 => absence de charges dans et sur la surface du 
creux. Les charges se repartissent uniquement sur la surface exteme. Un conducteur garde ses 
proprietes meme s’il est creux. 


III.2. Theoreme de Coulomb- Element correspondants. 

III.2.1 Theoreme de Coulomb. 

Soit un point M place au voisinage d’un conducteur (C) en equilibre. Et soit E une 
surface fermee composee de : E= dS + surface later ale + surface quelconque dans (C). 

0(E / Z) = ®(E / dS ) + 0 + 0 = EdS 

=§ Eds=—z a=— 

£o i £ 0 

Theoreme de Gauss : 

§ £ E dS=fzQ i =flf J .adS 

£ 0 i £ 0 

D’ou : E = — 

£ 0 

Au voisinage de la surface d’un conducteur a l’equilibre electrostatique pres d’un point ou 
la densite de charge est <j, le champ est normal a la surface du conducteur et il est egal a a/so. 



Remarques : 

• Dans le conducteur le champ est nul E int =0. A son voisinage il 
vaut E ext = o/S(). Il y a done discontinuite du champ a la traversee d’une 
couche mince chargee. On suppose que sur la surface du conducteur 
(au point p) le champ est la moyenne entre E ext et Eu ,, : 


E(P) = 


E int + E 


ext 


2 £ 0 
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Au point p il y a une charge (soit dq cette charge). Le point p est soumis done a une force 

dS . On definit au point p, la pression 


electrostatique df = dq E => df = odS 

,, _ df a 2 

electrostatique comme : P = — = 


2s 0 2s. 


0 


dS 2s 


0 


III.2.2 Elements correspondants. 

Soient deux conducteurs portant des distributions de charges opposees. Les lignes de 
champ auront failure : 



T = tube de champ. II decoupe sur (Cl) dSi et sur ( C2 ) dS 2 . Soient dqi la charge contenue 
dans dSi et dq 2 celle contenue dans dS 2 . Dans Cj et C 2 le flux de E est nul (E = 0) et a travers T le 
champ et le vecteur surface sont perpendiculaires : 

0(E / S)=0+0+0 

= —'LQi =—(dqi+dq 2 ) 

£ 0 £ 0 

dq 1 = - dq 2 

Deux elements, decoupes sur deux conducteurs differents, par un meme tube de champ, 
sont appeles elements correspondants. 

Deux elements correspondants portent necessairement des charges egales en module mais 
de signe contraire. Ils ne peuvent jamais appartenir a un meme conducteur. 


III.3. Influences electrostatiques. 

III.3.1 Influence sur un conducteur isole. 

Soit un conducteur (C) initialement neutre et isole => Q=0, V=0, (C) contient autant de 
charges + que de charges -. Et soit un conducteur (A) charge. 

En approchant (C) de (A), (C) va subir electriquement des modifications. On dit qu’il est 
influence. A cause de l’attraction coulombienne, sur la face de ( C) qui regarde (A), il y a 
apparition de charges (-) et sur la face opposee il y a apparition de charges (+). A l’equilibre nous 
aurons : 
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Les lignes de champ partent de ( C) vers l’infini => Vc>V,=0 
et de (A) vers (C) => Va > Vc- 
D’ou : - Etat initial Qc = 0 Vc = 0 

- Etat final Qc 0 Vc> 0 

Le conducteur ( C) apres influence a garde une charge totale nulle mais son potentiel est 
passe de zero a une valeur positive. 


III.3.2 Influence sur un conducteur relie au sol. 

La terre est un grand conducteur (grand reservoir de charges). Ce conducteur est neutre 
car il y a autant de charges + que de charges -. Si Eon relie un conducteur (A) charge au sol, 
l’ensemble [sol + (A)] constituera un nouveau conducteur. La charge, initialement repartie sur la 
surface de (A), va se repartir sur toute la surface du nouveau conducteur. Etant donne que la 
surface de (A) est negligeable devant celle de la terre tout semble cornme si la terre a absorbe 
l’ensemble de la charge de {A). 

I’ on coupe le 

lien 

0 


(A) s ’est decharge 


A< A > 


+ 


+ 



Si 


Nouveau conducteur : 
Sol + (A) 


On schematise le sol par le symbole : 


III.3.3 Influence totale. 

On dit qu’il y a influence totale chaque fois que le corps influence entoure completement 
le corps qui l’influence. 

Soient (C) un conducteur creux et initialement neutre et (A) un conducteur portant la 
charge Qa. On place (A) dans (C). A Eequilibre, il va y avoir apparition de la charge (-Q i) sur la 
face interne Si de (C) et +Qa sur sa face exteme S e . 
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Si (C) contenait la charge Qc a l’etat initial, sa 
charge sur S e apres influence serait Qa + Qc- 
Si Ton relie ( C) au sol toute la charge sur S e va 
disparaitre. 



III.3.4 Capacite et coefficient d’influence. 


a- Capacite d’un conducteur seule et isole 


Soit (C) un conducteur ayant un potentiel V et une charge Q. 


rar detinition C 


CiH 1U 


capacite du conducteur. C ne depend que des dimensions et de la forme geometrique du 
conducteur. Elle est independante de sa nature, de son potentiel ou de sa charge. 

La capacite s’exprime en Farad (F). Le Farad est une unite tres grande, souvent on utilise 
les sous-multiples : picofarad (1 pF=10' 12 F), nanofarad ( 1 nF=10~ 9 F), microfarad ( 1 juF=10' 6 

F)- 


b- Systeme de conducteur en equilibre electrostatique. 


* Theoreme de superposition 

Soit plusieurs etats d’equilibre d’un systeme de conducteur : 
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A partir de plusieurs etats d’equilibre d’un systeme de conducteur, on obtient un nouvel 
etat d’equilibre en les superposant. Les densites, les charges totales sur chaque conducteur et le 
potentiel en tout point de I’espace sont les sommes algebriques des valeurs dans chaque etat 
d’equilibre. Le champ resultant en un point est la somme vectorielle des champs crees par 
chaque etat d’equilibre. Toute superposition d’ etats d’equilibre est un nouvel etat d’equilibre. 


* Capacite et coefficients d’influence 

Soit n conducteurs Ai, A2, ..., A n ayant les charges Qi, Q2, ..., Q„ et les potentiels Vi, V2, 
..., V„. Supposons les etats d’equilibre suivant : 

l er etat, tous les conducteurs sont relies a la terre sauf Aj. Les charges de tous les 
conducteurs seront proportionnelles au seul potentiel non nul Vj. 



A ! 

a 2 

• • • 

A n 

Potentiel 

Vj 

0 

• • • 

0 

Charge 

C n Vi 

c 2l v, 

• • • 

CmV: 


2 eme etat, tous les conducteurs sont relies a la terre sauf A2. Les charges de tous les 
conducteurs seront proportionnelles au seul potentiel non nul V2. 



Aj 

a 2 

• • • 

A n 

Potentiel 

0 

V 2 

• • • 

0 

Charge 

C 12 v 2 

C22V2 

• • • 

C„ 2 v 2 


n eme etat, tous les conducteurs sont relies a la terre sauf A„. Les charges de tous les 
conducteurs seront proportionnelles au seul potentiel non nul V„. 



Aj 

a 2 

• • • 

A n 

Potentiel 

0 

0 

• • • 

K 

Charge 

C ln V n 

C 2n V n 

• • • 

C V 

^nn v n 


Superposition de ces n etats d’equilibre : 



Aj 

a 2 

• • • 

A n 

Potentiel 

Vj 

V 2 

• • • 

Vn 

Charge 

c jj Vj+c 12 V 2 +- • • +Cj„ v„ 

c 2 i v i+c 22 v 2 +. ..+c 2n v„ 

... 

Cm Vj+C n2 V 2 +. ..+C„ n V„ 


Cu (i = l...n ) est la capacite du conducteur Aj en presence des autres conducteurs. Cu est 
differente de la capacite C d’un conducteur seul. Les Cu sont toujours > 0. 

Cij (avec i ± j ) est dite coefficient d’influence entre le conducteur A-, et le conducteur Aj. 
Dans les tableaux ci-dessus, on peut permuter Aj avec Aj pour montrer facilement que Cjj = Cjj. 
Les Cj sont toujours < 0. 
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III.3.5 Les condensateurs. 

Soient deux conducteurs A et B relies a deux sources 
Chaque fois qu’il y a apparition d’une charge (+) sur A, il y 
a apparition, par influence d’une charge (-) sur B. 
L’ensemble des deux conducteurs constitue ce qu’on 
appelle un condensateur. A et B sont appeles les armatures 
du condensateur. 


111.3.5.1 Capacite d’un condensateur. 

Soient : 

A: conducteur (Qa,Va) 

B : conducteur creux, neutre et relie au sol 
Apres influence il apparait la charge -Qa sur la face interne de B. 

Nous aurons : 

Qa = C n V A + C12 Vb = Cjj V a 
Qb = C21V a + C22VB = C21VA = -Qa 

=> CjjVa = - C21VA => Cu = - C21 = - C/2 = C 

Isolons B du sol sans oublier que les capacites et les 
coefficients d’influence ne dependent que de la forme des 
conducteurs. Qb n’ est plus egale a -Qa et nous aurons les 
equations d’influence : 

Qa = CuVa + C12 Vb soit : Qa = C Va - C Vb 

Qb = C21VA + C22V1} Qb = -CVa + C22VB 

„ Qa 

-> C = — — — 

V a -Vb 

C : est dite capacite du condensateur. C’est le rapport entre la charge de l’armature interne 
et la difference de potentiel entre les deux armatures en commen^ant par l’armature interne. 

Si Ton relie A et B par un fil conducteur, les deux faces en regard vont se neutraliser. On 
dit que le condensateur s’ est decharge. 

111.3.5.2 Application. 

*Condensateur plan 

On suppose que les armatures sont infinies. 
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S = deux surfaces de base (SBI et SB 2 ) + surface laterale (SL). 


o 4- 


V A 

V b - 


ix 


'+ + + 


MS 


0(E /£) = 0(E / SB1 ) + 0(E / SB 2 ) + 0(E / SL) 
= —ES + 0 + 0 


= -(-<T)S 

£o 


=> E = — 

£o 


2® me methode : 

E = E( plan+ ) + E( plan-) 




2sf, 


2sf, 


=> 


E = 


£0 


La charge Q contenu dans a est Q = aS done E = 


8 0 s 


dV = -E dx => f Z B dV = - (f Edx = — — e 
j V A W o. C 


Q 


£ 0 S 


=> V A -V B = 


Q_ 

£ 0 S' 


c = 


=> 


c = 


£qS 


V A -V B e 

Nous remarquons une autre fois que la capacite ne depend ni de la charge ni du potentiel 
des armatures. Elle depend des dimensions du condensateur et du milieu dans lequel il est place 
(ici le vide : £o). 

Si Ton place le condensateur dans un milieu, autre que le vide, caracterise par une 

£ S 

permittivite s, la capacite aura pour expression : C = avec £ = £ r £o ou £ r est la permittivite 

e 

relative du milieu considere. 


III.3.5.3 Groupement de condensateur. 

*En parallele 

On schematise un condensateur par : 

Les deux traits verticaux sont ses armatures. 
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Supposons que Ton a n condensateurs soumis a une difference de potentiel ( V 1 -V 2 ) et 
groupes comme l’indique le schema suivant : 


v 2 

On dit que les n condensateurs sont branches en parallele car ils sont soumis a la meme 
difference de potentiel. Nous avons : Qi = Ci(Vi-V 2 ), Q 2 = C 2 (Vi-V 2 ), ..., Q„ = C„(Vi-V 2 ). Or la 
charge totale repartie sur les condensateurs est Q = Qi + O 2 +...+ Q„ 

=> Q = CrfVrVi) + C 2 (V,-V 2 ) + ... + C„(V,-V 2 ) 

= (C, + C 2 + ... + C n )(VrV 2 ) (2.3) 

On veut que tous ces condensateurs soient equivalents a un seul condensateur de capacite 
C e q U soumis a la meme difference de potentiel (V/-V 2 ) avec sa charge Q obeissant a : 

Q = C equi (V 1 -V 2 ). (2.4) 

n 

En comparant (2.3) et (2.4) on en deduit : C = YjC i 

i=l 



*En serie 


Maintenant supposons que les condensateurs sont groupes selon : 



Q -Q Q -Q Q -Q Q -Q 


C 


V, 


Q -Q 


On dit que les n condensateurs sont branches en serie. 

Nous avons : Q = C 1 (V 1 -V 2 ), Q = C 2 (V 2 -V 3 ), ...,Q = C„(V n . r V n ) d’une part 
et Q = C(Vj-Vn) d’ autre part. 

1 n 1 

Ce qui nous donne : — = £ — 

C i=l^i 


III.4. Energie electrostatique. 


III.4.1 Definition. 


Soit q une charge qui se deplacent, sous l’effet d’un 

champ exterieur E , de A vers B. E est cree par une autre 
charge q’. Le travail necessaire pour faire deplacer q de dl 
est : 


dW = F dl = Fdl cos a = qEdl cos a 
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Correction de signe 

Si la force est resistante cos a < 0 et dW > 0 

Si la force est motrice cos a> 0 e t dW < 0 done dans les deux cas il faut aj outer un signe (-) a 
l’expression dW. On ecrit alors : 

dW = -F dl = -Fdl cos a = -qEdl cos a 
=> W A _ >B = q\ AB Edl cos a = q(V A -V B ) 

Si A est a l’infini V A = 0 => W = q V B . W est le travail necessaire pour ramener la charge q de 
l’infini au point B. 

On appelle energie electrostatique d’une charge q soumise sous l’ action d’un champ 
electrique, le travail qu’il faut fournir contre les forces electrostatiques pour ramener cette 
charge de I’infini ou le potentiel est nul jusqu ’a sa position actuelle ou le potentiel est V. 


W e = qV 


III.4.2. Energie d’un conducteur. 


Supposons que Ton charge un conducteur : 

Etat initial Q = 0 V= 0 

Etat intermediaire q v 

Etat final Q V 

Plagons-nous a l’etat intermediaire. La charge se fait progressivement en amenant dq de 1’infmi 
jusqu’au conducteur ou le potentiel est v. II faut done accomplir le travail dW = dqv. A l’etat 

j Q ^ 2 

final, nous aurons accompli le travail : W = J vdq = J —dq = — J qdq = 

C C /) C 2 


=>w = 


01 

2C 


CV 2 

2 


2F 

2 


Remarque 

L’energie d’un systeme de conducteurs en equilibre est la somme des energies de chaque 

OV- 

conducteur. W = V — 

7 2 

L’energie d’un condensateur va etre done W = —QV , ou Q est la charge d’une armature 

2 

et V son potentiel. 
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Exercices d’electrostatique 

I- Calcul direct de champs electrostatiques. 

On peut calculer le champ electrostatique par trois methodes : 

■=> De facon directe en utilisant les formules (2) et (3) ci-dessous. 

■=> A l’aide du theoreme de Gauss dans le cas de distributions de charges presentant des 
symetries. 

■=> De fagon indirecte en calculant d’abord le potentiel V et en suite en utilisant la relation 
E = -gradV (voir plus loin). 


On doit retenir : 

■=> Loi de Coulomb : Force exercee par qo (placee en un point M) sur une charge q (placee en 
un point P). 


u (/) 


r ‘tnnQ r ‘ 

■=> Champ electrostatique cree en un point P par une charge ponctuelle situee en M. 


r = MP ; « = — ; E = ■ 1 dq 


’ - ’ “ 4ns 0 r 2 


{ 2 ) 


■=> Champ electrostatique cree en un point P par une distribution de charges. L’element de 
charge dq est centre sur M. 




j)4n£o r 2 

dq = X dl ou dq = a ds ou dq = p dv selon qu'il s'agisse d'une distribution de charges lineique, 
surfacique ou volumique. 


EXE 1 

Deux charges ponctuelles egales, placees a une distance a l'une de l'autre, se repoussent avec une 
force d'intensite F. 

De combien faudrait-il les rapprocher pour que la force de repulsion prenne une intensite double. 
EXE 2 

Aux sommets A, B, C, D d'un carre de cote 2a, on place respectivement des charges electriques 
ay ant pour valeur +q, +2q, -2q et 2q (q>0). 

Trouver la force electrostatique qui s'exerce sur une charge positive q 0 placee au centre du carre. 
EXE 3 

Deux charges ponctuelles +q et +4q sont placees en deux point A et B distants de a. Montrer qu'il 
existe un point sur la droite AB ou le champ est nul. 

EXE 4 

Deux charges ponctuelles de meme valeur +q sont placees en deux point A(-a,0) et B(a,0). 
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Calculer le champ electrostatique au point M(0,y). 

Tracer l'allure de E(y) pour y > 0. 

EXE 5 

Une charge ponctuelle -2q est placee a l'origine O des coordonnees. Deux charges egales, de 
valeur +q sont placees sur l'axe des X aux points d'abscisse -a et +a. Determiner le champ 
electrostatique sur les deux axes OX et OY. 

EXE 6 

Un segment de droite AB, de longueur 2a, porte une distribution continue de charges dont la 
densite lineique supposee positive A est uniforme (constante). On prend cette droite comme axe 
des X; l'origine O etant au milieu de AB. Soit OY l'axe perpendiculaire a OX. 

1) En considerant deux elements de charge centres en deux points Pi et P 2 , symetriques par 
rapport a l'origine O, montrer que le champ electrostatique sur l'axe OY est porte par ce dernier. 

2) Calculer la valeur de ce champ. 

3 Examiner ce que devient l'expression obtenue quand la distance AB augmente indefmiment. 
EXE 7 

Un anneau fin de rayon R, porte une densite lineique de charges A constante. Calculer en tout 
point M de l'axe de l'anneau le champ E(M). 

EXE 8 

Un disque plan circulaire de rayon R porte une distribution de charges superficielle uniforme de 
densite <x Un point M de l'axe de revolution du disque est repere par sa distance z au centre O. 

1) Calculer E(M). 

2) En deduire le champ cree par un plan infini. 

EXE 9 

Un plan P est perce d'une ouverture circulaire de centre O et de rayon R. il porte une distribution 
de charges surfacique uniforme de densite <j. 

En utilisant les resultats des exercices precedents et le principe de superposition, calculer le 
champ electrostatique en un point M de la droite perpendiculaire a P et passant par O. 


II- Theoreme de GAUSS 

Le flux du champ electrostatique a travers une surface fermee est egal a la somme des charges a 
l'interieur de cette surface divisee par la permittivite du milieu ou sont placees ces charges. 

0(E/S) = ^ l (4) 

£0 

Pour appliquer le theoreme de Gauss il faut : 

^ Determiner d'abord la direction du champ E (etude des symetries). 

■=> Choisir une surface fermee S de sorte que E soit perpendiculaire ou parallele a dS et son 
module soit constant. Ainsi E peut sortir de l'integrale. 

■=> Calculer Q int . 
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■=> Faire l'egalite des deux membres de la relation (4) et en deduire E. 

EXE 10 

1) Une charge q est placee au centre d'une sphere de rayon r. Soit E le champ electrostatique 
cree par cette charge. Calculer le flux de E a travers la sphere. 

2) La charge q est maintenant placee au centre d'un cylindre de rayon R et de hauteur 2L. 
Calculer le flux de E a travers le cylindre. 

3) La charge q est maintenant placee entre deux plans Pi et P 2 paralleles et indefinis. Calculer le 
flux de E a travers ces deux plans. 

4) Quelle conclusion fondamentale peut-on tirer de cette etude ? 

EXE 11 

On considere la surface fermee d'un cube d'arete a place dans une region 

de l'espace ou regne un champ electrostatique E = x i 

1) Calculer le flux du champ electrostatique a travers la surface total du 
cube. 

2) En deduire la charge interieure du cube. 

3) Retrouver la charge totale dans le cube en calculant, en tout point de 
l'espace, la densite volumique de charges p. 

EXE 12 

1) Calculer le champ electrostatique cree, en tout point M de l'espace, par 
une distribution volumique de charges, de densite uniforme p, contenue 
entre deux spheres concentriques de rayon Rj et /Q (Ri< R 2 )• 

2) Tracer la courbe E(r) avec r = OM. E est-il une fonction continue ? 

3) Retrouver la valeur de E si Ri tend vers R 2 . E reste-t-il une fonction 
continue ? Expliquer. 

N.B. : Dans la solution on traite aussi les resultats de I’exercice 17. 

Figure 2 

EXE 13 

Un cylindre infini d'axe OZ et de rayon R porte une distribution surfacique de charges de densite 
uniforme <x. 

1) Calculer le champ electrostatique en tout point M de l'espace. 

2) Tracer les variations du champ en fonction de la distance r = hM ou h est la projection de M 
sur l'axe Z. 

EXE 14 

Soit une sphere, de centre O et de rayon R portant une charge repartie en volume avec une densite 
p non constante. 

Calculer le champ electrostatique en un point M a la direction r' de O (r' > R) dans les deux cas 
suivants : 

1) y 0 = a r ou 0 <r <R 

2) p = b /r 




Figure 1 
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EXE 15 

On considere trois distributions de charges dont les vecteurs champs electrostatiques sont donnes 
par: 

1) Ei = 2axyi + a(x 2 - y 2 )j 

2) E 2 = -2 {a x i + a y j + b z k) 

3) E 3 =ayi + axj 

Determiner dans chacun des cas la densite volumique de charges p. 

EXE 16 

Expliquer pourquoi on ne peut pas determiner, en tout point de l'espace, la direction du champ 
cree par une distribution de charges repartie sur un segment de droite, sur un cylindre fini ou sur 
n'importe quelle figure geometrique contenant moins de deux plans de symetries. 

Ill- Calcul indirect du champ electrostatique. 

EXE 17 

Reprendre l'exercice 12/3 et calculer en tout point de l'espace le potentiel electrostatique. Tracer 
ensuite les variations de V en fonction de r = OM. Le potentiel est-il une fonction continue ? 

N. B. : Pour la solution voir exercice 12. 

EXE 18 

Une demi sphere creuse de centre O et de rayon R est chargee avec une densite 
surfacique cr. Calculer le potentiel electrostatique en O dans les deux cas 
suivants : 

1) cr= cr g = constante positive. 

2) cr= <r g cosO, ou #est Tangle des coordonnees spheriques. 

EXE 19 

Un disque plan circulaire de centre O et de rayon R porte une distribution de charges superficielle 
uniforme de densite cr. 

1) Determiner directement le potentiel electrostatique V(z), en un point M, de l'axe de revolution 
du disque, repere par sa distance z au centre O (prendre seulement les points M ayant z > 0 ). 

2) En deduire le champ E(z). 

EXE 20 

Un anneau fin de rayon R porte une densite lineique de charges A qui varie avec Tangle des 
coordonnees polaires #selon la loi A = A a cosO; avec A 0 une constante positive. Calculer le 
potentiel et le champ au centre de Tanneau. 

EXE 21 

Un dipole de moment p = qai est constitue de deux charges ponctuelle -q et +q placees dans le 
vide aux points A et B de l'axe OX de part et d'autre de O. La distance AB = a. Un point M 
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eloigne des charges est repere par ses coordonnees polaires r et 0. 

1) Calculer le potentiel V(M) du dipole au point M, en deduire le module et l'orientation du 
champ electrostatique. 

2) Le dipole est maintenant place dans un champ exterieur uniforme E o oriente suivant l'axe OX. 
Le potentiel de ce champ est nul a l'origine O. 

a- Donner l'expression du potentiel electrostatique au point M. 
b- Quelles sont les surfaces equipotentielles V = 0. 

c- Quelle est la valeur du champ sur l'equipotentielle V = 0 en fonction de Eg et 6. 

IV- Conducteurs electrostatiques 

Un conducteur (C) charge en equilibre electrostatique est caracterise par : 

- E = 0 dans tout le volume de (C). 

Le volume de (C) est equipotentiel. 

La distribution de charge est superficielle. 

Les lignes de champ sont perpendiculaires a la surface de ( C ). 

Un conducteur garde ses proprietes meme s’il est creux. 

EXE 22 

Sur le sommet d'un conducteur spherique de rayon R, on pose un petit disque conducteur de 
rayon r et de masse m. 

Calculer, en fonction de m, R, r et g, la valeur du potentiel V de la sphere pour laquelle le disque 
se souleve. 

EXE 23 

Soit deux spheres conductrices S et S', de rayon R et R', reliees par un fil conducteur. On porte 
l'ensemble a un potentiel V. 

1) Exprimer le rapport Q/Q' de charges portees par chacune des spheres. En deduire le rapport 

2) En deduire des consequences pratiques sur un corps charge et relie au sol et sur les pouvoirs 
des pointes. 

N.B. : On suppose que le fil est assez long de faqon que le potentiel de chaque sphere ne peut etre 
du qu'a I'influence de ses propres charges. 

EXE 24 

Une sphere conductrice creuse S, de rayon interieur Rj, de rayon exterieur R 2 = 36 cm et de 
centre O, est placee dans le vide de permittivite relative egale a 1. 

L'origine des potentiels est prise a l'infini. 

1) La sphere S porte une charge Qo = 2,8 pC. 

a- Determiner, en tout point de l'espace, le sens et la direction du champ electrique E cree 

par Q 0 . 

b- Calculer E en fonction de la densite de charges de S et en deduire le potentiel. 
c- Retrouver, en fonction de Qo, le potentiel electrique. 

d- Quelle est le potentiel V et la capacite C de la sphere S. Faire l'application numerique 
et donner V en kV et C en pF. 
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2) On approche de S une deuxieme sphere, conductrice et chargee, de centre O' et de rayon 
R'= 18 cm. La distance OO' = d = 72 cm (d = 2 R 2 = 4R') . S est maintenue au potentiel V et celui 

de S’ est V. 

a- Calculer, en fonction de Ri, V et W, les expressions litterales de la charge Q de S et de 
la charge Q' de S'. 

b- En deduire l'expression des coefficients, Cn, Cn, C 21 , C 22 et expliquer la signification 
de chacun de ces coefficients. 

On donne : Q = Cn V + C 12 W 

Q' = C 2 i V+C 22 V 

c- Quelle est l'influence de S' sur la capacite de S. 

d- A.N : Calculer, en microcoulomb, Q, Q' et en picofarad Cn, C 12 , C 21 et C 22 . 

On donne W = 140 kV. 

3) On admet, maintenant, que les deux surfaces spheriques limitant S ont meme rayon 
Rj =R 2 = 36 cm e t que, par suite, l'epaisseur de S est negligeable. 

On place S' dans S de fagon que les deux spheres aient le meme centre. S' est maintenue au 
potentiel V et porte la charge Q'. La face interne de S porte la charge Qi et la face exteme porte 
la charge Q 2 . 

a- Calculer, en fonction de R 2 , Q' et V, la charge Q = Qi + Q 2 et le potentiel V de la 
sphere S. Faire l'application numerique. 

b- Quelle est la charge Qo que porte S avant qu'elle ne soit influencee par S'. 

EXE 25 

On considere un ensemble de charges +q, +q, -q, -q placees respectivement aux sommets A, B, C 
et D d'un carre de cote a : 

Calculer l'energie electrostatique du systeme. 

EXE 26 

Une charge Q est uniformement repartie dans le volume d'une sphere isolante de rayon R. 
Calculer son energie electrostatique en considerant le travail necessaire pour creer cette 
distribution. 

EXE 27 

Un conducteur spherique s de rayon r est fixe et maintenu au potentiel constant v. Au voisinage 
se trouve un autre conducteur spherique S isole de rayon R portant une charge constante Q. Les 
deux centres des spheres, espaces d'une distance L, restent dans un meme plan horizontal. 

1) Calculer la charge q de s et le potentiel V de S en fonction de v, Q, r, R et L. 

2) Calculer la force electrostatique F e qui existe entre ces deux conducteurs. 

3) F e fait deplacer S depuis la distance L = L 0 jusqu'a l'infini. Calculer le travail W e foumi par 
Fe 

4) Calculer l'energie electrostatique Wf du systeme forme par les deux conducteurs quand L = L 0 . 
En deduire l'energie du systeme Wf quand L tend vers l'infini. 

5) Quel est alors le gain en energie AW du systeme au cours du deplacement. 

6) Comparer AW et W e et verifier alors la conservation de l'energie. 


Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI 



Electricite 1 


50 


EXE 28 

Calculer la capacite d'un condensateur cylindrique de rayon interieur Rj, exterieur R 2 et de 
hauteur h. 

Que devient la capacite quand l’epaisseur du condensateur est negligeable devant ses rayons. 

EXE 29 

Soit un condensateur plan dont les armatures, separees par de l'air, ont une surface S et sont 
ecartees a une distance e. 

On introduit parallelement a ces armatures une plaque metallique d'epaisseur d. Que devient la 
capacite du conducteur considere. 

EXE 30 

On charge un condensateur C sous une difference de potentiel Vo. C etant isole on le relie a un 
autre condensateur C' initialement neutre. Calculer les charges portees par chaque condensateur 
ainsi que leurs d.d.p. 
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Electrocinetique 


I. Generalites - Loi d’Ohm. 


1.1. Courant electrique. 


Chaque fois qu’il y a mouvement d’un grand nombre de charges electriques, on dit qu’il y 
a courant electrique. La quantite de charge qui traverse une section d’un conducteur par unite de 

temps est appelee courant electrique : i = — .i s’exprime en Ampere (A). 

dt 


Si i est constant dans le temps => Q = it ; soitz = 


— . On le note dans ce cas I. On dit 

t 


qu’il 


s’agit d’un regime continu ou permanent ou stationnaire. Toutes les grandeurs sont independantes 
du temps dans ce cas. Par convention le sens positives du courant est celui de deplacement des 
charges (+). 


1.2. Densite de courant. 


Soit une portion d’un conducteur de section dS et de longueur dl. Pendant dt, une charge 
q, ayant une vitesse v, traversera la distance dl. 

Nous aurons : dl = v dt 
Le volume traverse par la charge est alors : 
dr = dldS =vdS dt 

Si N est le nombre de charges mobiles par unite de volume, p =N.e ( e=1.6 10' 19 C) sera la 
quantite de charges par unite de volume. C’est done la densite volumique de charge. De plus dans 
Jr nous avons la charge : 


pdr = N edr = N evdS dt 
Soit dq cette charge : 


dq 

dq 

dt 


NevdSdt 

NevdS 


On pose : J = N ev 

dq 


=> i = — = J dS est le courant qui traverse 
dt 

la section dS. Le courant traversant toute la 
section S est : 



Trajectoires des 
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Jest appelee densite de courant. C’est une grandeur vectorielle, elle s’exprime en A.m 2 . 

J est colineaire avec la vitesse des charges mobiles. Les courbes tangentes a J sont appelees 
lignes de courant. Ce sont les trajectoires des charges. 

Flux de J a travers une surface fermee 

Soit 27 une surface fermee dans un conducteur. Supposons que les charges quittent 27 
Pendant dt le nombre de charges qui restent dans 27 diminue ; c'est-a-dire dq < 0. 

Or^ = J \l~dS et JdS > 0 => uniquement ici, nous allons ajouter un signe (-) dans l’un des 

membres de cette equation => ~^- = jj^JdS = courant qui sort de 27. 

De plus si p est la densite de charges mobiles g = JJJ y pdV = > = ^ es ^ 

volume dans 27 D’ou IT J dS = — f f f — dV 
)k JJJr dt 

Or d’apres le theoreme d’Ostrogradski applique a J donne : jj J dS = -Jj| divJ dV . 

On en deduit que jj^divJ dV - => 

La relation (5.2) est valable pour tout fluide qui coule. Si p est une constante independante de 
temps : divJ = 0 => J dS - 0 => J est a flux conservatif. 


divJ + — = 0 
dt 


(5.2) 


Consequence 

Soit un conducteur filiforme (a la forme d’un fil) et soit 27 = Si + S2 + surface laterale. 
Nous avons : 

JdS =J { 5 JdS 2 +JJ 5 JdS 2 + 0 = 0 

J dS = — i I + i 2 = 0 => 

U = h dSi 

Le courant qui entre dans Si est le -* 
meme que celui qui sort de S 2 . 



1.3. Loi d’Ohm. 

a- Loi d’Ohm locale 

Dans un conducteur les charges mobiles sont des electrons. Ces charges sont animees 
d’une vitesse v et done soumises a une force electrique / e =e E et une force de frottement 
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f r =-av(a: coefficient de frottement) => f r + f e = my . A vitesse constante : 

f r + f e =0=> av = e E . On pose // = —=> v = p E . p est appelee mobilite des charges. 

a 

Moins il y a de frottement (a faible) plus les charges sont mobiles (p grand). Or nous avons vu 
que J = N ev => J = NepE . On pose y = Nep => J = yE. y est la conductivity de la 
substance conductrice. Plus les charges sont mobiles (p grand) et plus le materiau est conducteur. 

Pour un conducteur parfait y = oo et pour un isolant parfait y= 0. On prefere utiliser p = — qui 

Y 

est la resistivite de la substance conductrice. Pour un conducteur parfait p = 0 et pour un isolant 
parfait p = oo. D ’ou : 

E = pJ (5.3) 


C’est la loi d’ohm locale. On dit aussi la loi d’Ohm microscopique 

Consequence 

Regime permanent divJ ~0 => ydivE - 0 => divE = 0. Or d’apres la loi de poisson 

divE = — => p= 0. Pendant un temps donne, Dans un volume du conducteur, ils entrent autant 

£ o 

de charges qu’ils en sortent : la variation de la charge totale dans le volume reste nulle. 


b- Resistance electrique 
- Definition 


Soit un conducteur homogene et filiforme. Supposons J uniforme sur une section. 

1= [f JdS = J S => J = - = yE = -y— => -dV =-Jdx = --dx 
JJI e dx 


S 

Entre A et B, nous aurons (V A > Eg): 

Va-v,=-!zI 

y S 


r 


yS 


V. 


V R 


=P-I 

S 


p 

— 



fl 





<- 

l 

> 


l 


On pose R ab = p— appelee resistance electrique du conducteur entre les points A et B. 

La resistance ne depend que de la resistivite (done de la nature du conducteur) et des dimensions 
du conducteur. 

V a -V b =R ab I (5.4) 

C’est la loi d’Ohm. La resistance s’exprime en Ohm (O). 

Une resistance est symbolisee par : 


-AAAAA- 


ou 
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Remarque importante 

Le passage d’un courant dans une resistance est le siege d’une perte d’energie par 
collision et frottement entre les charges mobiles et les atomes fixes du conducteur. Ce phenomene 
est appele effet Joule. 

- Resistances en serie 

I 

► 

A — vVSAAA \AAAAA— — \AAW -VWW'— B 

Rl 1 R 2 2 Rs 3 n ' } Rn 


I 

► 

A -VWW — B 

R 


V A - V i = R] I, V 3 - V 2 = R 2 1, V 2 -V 3 = R 3 I,..., V n -i - Vb = R n I ■ D’une part En faisant la 
somme membre a membre, nous obtenons : V A - Vb = (Ri + R 2 + R 3 + ... + R n ) I et d’autre part 
nous avons : V a -Vb = R I. Dou : 

R = ^Ri ( 5 . 5 ) 

i=l 


- Resistances en parallele 

D’un cote V A -Vb = Rj I = R 2 1 = R 3 1 = ... = R„ I et de l’autre cote V A -Vb = R I. Ici le 
courant / se divise entre les resistances : I = f + I 2 + I 3 = ... = /„ 


- Resistance nulle et resistance infinie 

Soient deux resistances Ri et R 2 en paralleles. La 


resistance equivalente est R = 


R I R 2 

Rj +R 2 


Ri 

i - \AAAAA — i 


A • 



• B 


R 2 


Si R 2 = 0 alors R = 0 => V a - Vb = R 2 1 2 = 0 => V A = Vb => une resistance nulle est 
equivalente a un fil. Tous les points d’un fil ont le meme potentiel. On dit que R/ est court - 
circuitee. 

A B 

+ B = • • 


Ri 

nAAMA — I 


A • 


R 2 

Si R 2 = co => R = Rj => co m me si R 2 n’existe pas entre les bornes A et B. Une resistance 
infinie est un circuit ouvert. 


A 


R i 

rVSAAAA — | 


£ 


B 


r 2 


A 


B 
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1.4. Loi de Joule. 

Un conducteur parcouru par une charge dq entre deux de ses points A et B est le siege 
d’une energie dW =dq (Va - Vb) soit dW = (V a - Vb) I dt qui est l’energie du conducteur quand il 
est parcouru par un courant / pendant dt. Pendant le temps t, nous aurons W = (V a - Vb) 1 1 avec 
/ circulant de A vers B. On peut aussi ecrire W = RI 2 t 

Si Va > Vb alors W > 0, on dit que le conducteur est un recepteur. 

Si Va < Vb alors W < 0, on dit que le conducteur est un generateur. 

W , 

La puissance du conducteur sera : P = — = RI = (V A - V B )I qui est une grandeur 
independante du temps. 


II. Loi d’Ohm generalisee 
II. 1. Generateur. 


V a < V B 

U=V B -V A >0 A 

On rappelle que les charges mobiles (+) se 
deplacent du potentiel le plus eleve vers le potentiel le 
moins eleve. Malgre que V A < Vb le courant dans G va de A 
vers B ce qui est en contradiction avec le sens de 
deplacement des charges. Le role de G est alors de dormer suffisamment d’energie aux charges 
pour qu’elles remontent le potentiel. On dit que G est un generateur. Un generateur produit de 
l’energie. L’energie produite est la somme de l’energie perdue par effet Joule et de l’energie 
utilisee dans le circuit exterieur. On ecrit 

W= r I 2 1 + (V B -V A )It 

perdue par effet joule utilisee par le circuit exterieur 

P = r I 2 + U I = (r I + U) I = E I avec E = r I + U. E est la force electromotrice ( f.e.m .) 
du generateur et r est sa resistance interne. C’est la tension aux homes de G quand 1=0. 
Autrement dit E est la tension que Ton mesure aux homes du generateur quant il n’est branche a 
aucun circuit. 

On represente un generateur par : 


G 

U= Vn-V A 



A I - + B 

• ► AAAAA 1 • 

r E 


III.2. Recepteur. 

V A > V b 

U = Va - Vb > 0 

Le courant dans le recepteur va de A vers B ce qui 
est conforme avec le sens de deplacement des charges. Un 
recepteur recoit de l’energie. L’energie regue est la somme 
de l’energie perdue par effet Joule dans la resistance 


17 

Recepteur 


£ 

7 

H 






B 
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interne r et de l’energie utilisee pour charger le recepteur. On ecrit 
W = UIt= r I 2 1 + elt 

perdue par effet joule utilisee pour charger le recepteur 

U = r I + e. e est dite la force contre electromotrice (f.c.e.m .) du recepteur et r est sa 
resistance interne. C’est la tension aux homes du recepteur quand 1 = 0. Autrement dit e est la 
tension que l’on mesure aux homes du recepteur quant il n’est branche a aucun circuit. 

On represente un recepteur par : 

A j/' ''\ B A I + 1 - p 

•-> — ( (E,r) J • ou • — H/WW 1 I • 

/ y y r e 


II.3. Loi d’Ohm generalisee. 

Soit une portion AB d’un circuit. 

A Cl + - D - | + B 

• vAAAAA— • — ►- nAAAAA 1 I • MW 1 | • 

rj e r 2 E 

• Si AB est une resistance : 

V A >V B et V a -V b =RI 

• Si AB est un generateur : 

V A <V B et V A - Vb = r I - E 

• Si AB est un recepteur : 

Va > Vb et Va - Vb — r I + e 

• Si AB est l’ensemble resistance, recepteur et generateur: 

Va > Vb et V A - V B = V A - V c + V c - V D + V D - V B = R I + n I +e + r 2 1 - E 

Soit : V A - V B = (R + rj + r 2 )I - (-e + E) 

Que Ton ecrit sous la forme : V A - V B = (R + rj + r 2 ) I - (e + E) avec e < 0. 

Ou encore : 

V A -V B = I IR- IE (5.6) 

Avec la convention de signe : E est positif pour un generateur et negatif pour un 
recepteur. L’expression (5.5) est dite loi d’Ohm generalisee. La convention de signe peut etre 
utilisee de la fa?on suivante : IE = somme des f.e.m. et f.c.e.m. affectees du signe de la borne par 
ou sort le courant. 


III. Etude des reseaux 
III.l. De fini tions. 

On appelle : 

Reseau : Ensemble d’elements (resistances, generateurs, recepteurs, ...) formant un circuit 
electrique ferme et independant. 
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Noeud : Un point du reseau ou arrivant au moins trois elements. 

Branche : Toute partie comprise entre deux noeuds. 

Maille : Ensemble de branches formant une boucle fermee. Quand toutes les branches 
sont parcourues par le meme courant on dit que la maille est sans derivation ; dans le cas 
contraire la maille est avec derivation. 


Exemple : 



Circuit 1 Circuit 2 


Le circuit 1 contient : n = 4 noeuds, b = 5 branches, plusieurs mailles avec derivation et 
aucune mailles sans derivation. 

Le circuit 2 est un circuit simple, il ne contient aucun noeud. C’est une maille sans derivation 
(tout le circuit est parcouru par le meme courant). 

En regime permanent, le probleme est de calculer l’intensite du courant dans chaque 
branche et la difference de potentiel aux homes de chaque element d’un reseau. Pour cela on 
utilise certaines lois et theoremes que nous allons etudier dans la suite. 


III.2. Loi de Pouillet. 

- Cas d’un circuit simple 

Vb— V a = E-r I 
V b -V a =RI 

=> E — r I = RI 

Soit : E = (R + r) I 

- Cas general 

Soit un circuit ferme sans derivation et comportant plusieurs fern et fcem. La loi d’Ohm 
generalisee : Va- Vb= SIR - SE nous permet d’ecrire, quand Va = Vb, SE = SIR. Sachant que 
tout le circuit est parcoum par le meme courant (maille simple sans derivation), nous aurons : 

SE = I SR 

(5.6) 

C’est la loi de Pouillet ; valable pour un circuit simple contenant une seule maille sans 
derivation. On doit l’appliquer avec la meme convention de signe vue precedemment. 
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III.3. Lois de Kirchhoff. 

a- Premiere loi de Kirchhoff 

On l’appelle aussi la loi aux noeuds. Soit le noeud N 
suivant : 

Et soit S une surface fermee autour de N. Nous avons 



vu que le flux de Jest conservatif => 

\\pdS = 0 => h + I 2 + I3-I4-I5 = 0=> h + I 2 + I 3 = I 4 + I5 
La somme des courant entrant vers le noeud = somme des courants sortant. Soit : 


H 1 


entrant 


H 1 


sor tan t 


(5.7) 


Important 

Pour un reseau a n noeud, on peut avoir (n-1) equations independantes. 


b- Deuxieme loi de Kirchhoff 

On l’appelle aussi la loi aux mailles. On utilise la loi d’Ohm generalisee pour une maille 
avec derivation done des courants differents pour chaque branche : V A - Vb = 1 1 R - IE avec 

V A = V B => 

IE = HR (5.8) 

On doit appliquer la deuxieme loi de Kirchhoff avec la meme convention de signe vue 
precedemment. 

Pour un reseau contenant n noeuds et b branches nous aurons (b-(n-l)) equations 
independantes. 

Ainsi avec les deux lois nous aurons (n-1) + (b-(n-l)) = b equations independantes. 


III. 4. Theoreme de Thevenin. 

Un reseau vu de l’exterieur entre deux de ses homes A et B est equivalent a un generateur 
de fem E t h et de resistance interne R,i,. 

Pour calculer E th et R,h, on debranche le circuit exterieur vu entre A et B, E th est alors la d. 
d. P. entre ces deux points et R t i, est la resistance equivalente vue toujours entre A et B. 


Exemple 


On souhaite calculer, a l’aide du theoreme de Thevenin, le courant / de la branche AB du 
circuit suivant : 


A 



B 


On commence par debrancher la branche parcourue par le courant que Ton veut calculer : 
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Toute cette partie sera remplacee par 
un seul generateur 


E = V -V = -^L 

,h A B r + R 


rR 2 
r + R 2 


Le circuit de depart serait alors equivalent a : 

A 



Tout le circuit est alors ramene a un circuit simple avec une seule maille sans derivation. 


On utilise la loi de Pouillet : E t h = (Rth + Ri) I. Dou : / = 


R th + 


III.5. Theoreme de superposition. 

La superposition de plusieurs regimes permanents est un regime permanent. 



l er regime permanent : E/ seul. 



2 eme regime permanent : E 2 seul. 



Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI 



Electricite 1 


60 


Si Ton Superpose les deux regimes, on retrouve le circuit de depart et I = Ij + 12 => 

i _ e 1 +e 2 

R 

III.6. Transformation Etoile - Triangle ou de Kenelly. 

Dans certains circuits, quelques branches peuvent etre groupees sous forme de triangle. Le 
calcul des courants et parfois de la resistance equivalente est un peu plus complique dans ce cas. 
Alors on utilise une transformation dite de Kenelly. On transforme une configuration triangle en 
une configuration etoile : 



Triangle 

On montre que : 
a'b' 

a - 

a'+b'+c' 

, a'c' 
b = 

a'+b'+c' 

b'c' 

C “ a'+b'+c' 



III. 7. Methode des mailles independantes. 

Nous avons vu a l’aide des lois de Kirchhoff que pour un reseau a ( b ) branches, nous 
avons ( b ) equations independantes a ( b ) inconnues qui sont les courants de chaque branche. Avec 
la methode dite methode des mailles independantes, on simplifie presque a moitie le nombre 
d’inconnues. 

Deux mailles sont dites independantes si elles n’ont pas de surface commune. La 
methode consiste a separer les mailles et a traiter chaque maille comme si elle etait seule. Ensuite 
on applique a chaque maille la loi de Pouillet, un peu modifiee, comme nous allons le voir dans 
l’exemple suivant : 

Soit a calculer les courants de chaque branche du reseau : 



On prendra Rj = R2 = R3 = R4 = R5 = R 

Dans ce reseau, il y a trois mailles 
independantes. On les separe et l’on suppose 
que chacune d’elles est parcourue par un 
courant fictif (ii, L et i3). Tous les courants fictifs doivent avoir le meme sens (choisi au hasard). 
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On applique la loi de Pouillet modifiee : 

l ere maille : E = (Rj + R 2 ) ii - R 2 h- Le terme (-R 2 i 2 ) est ajoute car dans la deuxieme 
maille, la meme resistance est parcourue par i 2 mais dans le sens oppose a celui de //. 

2 eme maille : 0 = (R 2 + R 3 + R 4 ) i 2 -R 2 ii~R 4 13 . Le terme correctif est (- R 2 ii~ R 4 is). 

3 eme maille :-E’ = (R 4 + R 5 ) is - R 4 i 2 . Le terme correctif est (- R 4 i 2 ). 


Avec Rj = R 2 = R 3 = R 4 = R 5 = R, nous avons le systeme d’ equations : 
2Rij - Ri 2 + 0i 3 = E 
< Rij - 3Ri 2 + Ri 3 = 0 
Oi j + Ri 2 - 2Ri 3 = E' 


Si l’on utilise par exemple la methode des determinants pour trouver les solutions, nous 
aurons : A = 8 R 3 , 4 . =5R 2 E-R 2 E’ , A i? =2R 2 E-2R 2 E' , A h =R 2 E-5R 2 E’ 


D’ou : i, = 


5E — E' 


2E-2E' 


E — 5E' 


8 R 8 R 8 R 

Pour trouver les courants reels, il suffit de comparer le circuit d’origine et les mailles 
independantes. En effet on remarque que la branche contenant R/ est parcouru par 7/ d’un cote et 
par ii de l’autre cote. Les deux courants sont dans le meme sens. Done 7; = //. De meme I 3 = i 2 . 
Par contre I 5 = -i 3 car ces deux courants sont dans des sens opposes. La resistance R 2 est 
parcourue par ij dans la premiere maille et par i 2 dans la deuxieme. En respectant les sens, on a 
done : I 2 = ii - i 2 . De meme pour la resistance R 4 : I 4 = i 2 - i 3 . En tout nous avons : 

, . 5E-E' 

Ij —ij 


1 2 — i j 


1 4 i 2 i; 


8R 

. 3E + E' 

1 2 = 

8 R 

2E-21 E' 
8 R 

E + 3E' 


I 5 = -i3 = 


8R 

-J2 + 51E 

8 R 


Exercices d’Electrocinetique 

Pour bien assimiler cette partie du programme, l’etudiant aura besoin de connaitre : 
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❖ les definitions d’une resistance infinie et d’une resistance nulle ainsi que celle de la 
resistance equivalente, de la capacite equivalente, du generateur equivalent et du recepteur 
equivalent. 

❖Les differentes lois de l’electrocinetique 


❖ Les differents theoremes de Felectrocinetique 


EXE 1 

Considerons le circuit de la figure 2 ou 7; et 7? sont les courants continus debites par les 
generateurs de f.e.m. Ej et E 2 respectivement. 


1) Determiner 7, a l'aide du theoreme de Thevenin. 

2) Retrouver, a l'aide des lois de Kirchhoff, le courant 7. 

3) A.N : Calculer 7 si R = 1 MQ, E, = 2/3 V et E 2 = 15/2 V 

4) Montrer que le courant qui traverse la resistance R' du circuit de la figure 3 est aussi egale a 7. 


5R 


3R 


5R 



E 2 


h 


h 


Figure 2 


2R 3R 5R 



EXE 2 

Considerons le circuit de la figure 4 ou I est une 
resistance variable et E > 0. 

1) Determiner, a l'aide du theoreme de thevenin, le 
courant 7 qui traverse la resistance R. 

2) Quelle condition doive verifier la resistance X pour 
que : 

a- 7 soit nul. 

b- 7 soit dirige de A vers B. 
c- 7 soit dirige de B vers A. 



E 

b 

A A A A A . 

> 

> < 

> < 

> < 

> < 

< 

'VVVVV 

> < 

^\ R l 


B 

Figure 4 


R 

c 


EXE 3 

1- Determiner, par la methode de votre choix, le courant 7 debite par le generateur E du 
circuit de la figure 5. 
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I E 
Figure 5 


2- Faire Fapplication numerique si E = 8Vetr=7 kQ. 

EXE 4 

Calculer le courant de chaque branche du circuit de la figure 6, sachant que le courant qui 
traverse la resistance de 8 kQ est nul. 

Retrouver, en utilisant la methode des mailles independantes, le courant de chaque branche du 
circuit. 



Figure 6 
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Solution des exercices et problemes 


Rappels Mathematiques 

EXE 1 

a- Representation dans le systeme de coordonnees cartesien des points A, B et C. 



b- AB = AO + OB = OB - OA = 3i + 6j + 5k-(2i + 4j + 4k) = i + 2j + k 
~AC = ^d + OC = OC -OA = 6i + 6j + 6k - ( 2i + 4j + 4k ) = 4i + 2j + 2k 


Soit AB : 


• 2 
1 


AC :{ 


2 

2 


c- AB.AC = 4 + 4 + 2 = 10. 
d- Calculer les modules de AB et de AC . 

AB = V / 2 + 2 2 +/ 2 =^6 et AC = ^4^2^2^ = 2^6 

e- Comme AB.AC = AB.BC.cos( BAC ) , on en deduit que : 

cos( BAC ) = — = 0,59 rd = 3 3° 5 6' 


EXE 2 


a- Le gradient des fonctions : r, 1/r et In r. 


dr ~ dr 


gradr = — i-\ j + 

dx dy 


dr 7 
— k 

dz 


avec r 



■ y 
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> x ■* v -* ^ - r 

Tout calcul fait, nous aurons : gradr = —i + — j + —k = — 

r r r r 


4 / , gfe)-. , afe) f - 


grad — = — + 

r dx dy dz 

" 1 — x * — v z ^ r 

Tout calcul fait, nous aurons : grad— = — —i H — — j H — -k = - 

r r J r J r 3 

dr/ 


d In r : d In r - dlnr- u /q x ~ dr /dy dr /dz 7 

grad In r = 1 + / + k = + j + -^-k 


dx 




& 


Tout calcul fait, nous aurons : grad lnr = —i + —j + —k 


b- La divergence des vecteurs : r et — 


Puisque les composantes de r sont x, y et z, alors 

- dx dy dz ~ 

divr = — + — + — = 3 
dx dx dx 


div— = 
r 


) 4 /) 8,x 


r 3 -3xr 2 


dr 
dx , 


r 3 - 3yr‘ 


^ dr ^ 


•+ Y - + y ' = — ^ - 

dx dx dx r b 

3 3 2 x 3 3 2 y 3 3 2 z 

- 3xr — r - 3xr — r — 3xr — 


\ d yj 


r 3 - 3zr 2 


+ ■ 


dr 

dz. 






2 o 2 2 o 2 2 o 2 

r r -3x r -3y r -3z 


- + - 




3r 2 -3r 2 


= 0 


Remarque: on a vu que grad — = — , done div— = div - grad — = -div grad — = 0 . 

' r r 3 r 3 V r ) r 


puisque quelque soit la fonction scalaire f div grad f = 0 


- r r 

c- le rotationnel des vecteurs : r , — et — 

r 2 r 3 


rotr = 


J 

d 


dx dy dz 
x y z 


= 0 
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r 

rot—r = 

r 2 


i j k 

AAA 

dx dy dz 
x y z 

2 2 2 

r r r 


r r A 


d 


f .. W 


r 


v 

= 0 


- 2zJ j +2 y^j 

r r J 


dy 

V 

Y f 


Ay 

dz 


( ( 


l + 


A J 


d z ^ 


Ay 


i + 


dz 

v 


dx 


( ( 


J + 


M a 

Vr z J 


d x ^ 


A J 


dx 


dy 


- 2x— + 2z—r 
4 4 

V r r J 


j+ 




. X . V 
- 2 y— + 2 x — 

r r J 


Remarque : puisque rot — = 0 et puisque rot grad f = 0, alors — est un gradient. On dit 

r 2 r 2 

r 

— derive d’un potentiel scalaire (ici f). 


rot — = 

r J 


i j k 

AAA 

dx dy dz 

x y z 

2 2 2 

r r r 

( 


f d z \ 


f .. W 


~3z^ + 3y± 

V r r J 


A y 

v 

A. f 


Ay 

dz 


( ( 


l + 


Ay 


f z^ 


vA y 


I + 


dz 

v 

V ( 


dx 


J + 


( < y\ 

V_Z, 

dx 


d x^ 


Ay 


-3x— + 3z— y + 
v r r y 


V 


„ x „ v 

-Jj.— + JAT — 
v r #* y 


= 0 


Resultat attendu puisque l’on a vu que grad — = — . — derive done du potentiel — . Son 

r r 3 r 3 

rotationnel est alors nul. 


I 

r 


d- Le Lapacien Ar. 


Ar = 


d 2 r 

dx 2 


d 2 r d 2 r 
- \ — H — 

dy 2 dz 2 



dx dx dx 



i x 2 i y^_ + l y _ 2 

r r 3 r r 3 r r 3 r 


EXE 3 

Soit le champ de vecteurs V(M ) dont les composantes au point M sont : 


V x (x, y, z), V y (x, y, z), V-(x, y, z). 

Calculer sa divergence et son rotationnel si. 
a -V x = 2x-y V y = -x + 2y V z = -4z 
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divV = 


dV Y dV v dV 7 


■ + ■ 


dx dy 


■ + ■ 


dz 


= 2 + 2 - 4=0 


rotV = 


i j k 

d_ d_ d_ 

dx dy dz 

V V V 

r x r y r z 


= {-l + l)i + (0-0]j + {-l + l)k = 0 


V est un gradient, II derive done d’une fonction scalaire f(x,y,z) que Ton doit chercher. On ecrit : 


df 


df 


V = gradf <=> V x =^, V v =^, V z = 


dx 


dy 


df_ 

dz 


a ■ df „ df df 

Soit : — = 2x - y , — = -x + 2y , — = -4z 
dx * dy dz 

2 

La premiere equation nous donne : f ( x,y,z) = x - yx + C j( y,z) ou Cj(y,z) est une constante 
independante de x. 

Si l’on derive cette demiere expression par rapport a la variable y, nous aurons : 
df dC 

— = -x H — que Ton compare a la deuxieme equation. Nous avons alors : 

dy dy 4 

dC 

— = 2y . Soit : C / (y, z) = y 2 + C j(z) on C 2 (z) est une constante independante de x et de y. 


dy 

2 2 

f (x,y,z) prend alors la forme : f ( x,y,z) = x - jx + y +C 2 (z ) que l’on derive de nouveau 
mais cette fois par rapport a z. 

df dC dC 

— = — — que Ton compare a la troisieme equation : — — = -4z . Soit : C 2 = -2z 2 + cte 
dz dz dz 

En defmitif la fonction scalaire aurait pour expression : 
f (x,y,z) = x 2 - yx + y 2 -2z 2 +cte 


b- V x = 2y + 3z 
■ + 


- dV sv. 

divV = x 


Vy = -2 X 
dV 7 


V, = 3 x 


rotV = 


dx 

i 

d 


~^+^^ = o + o + o = o 

dy dz 


J 

d 


dx dy dz 

V V V 
r x y y y z 


= (0 + tiji + (3- 3)] + (-2-2)k = -4k 
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Electrostatique 

I- Calcul direct de champs electrostatiques 
EXE 1 

0 UJ2 

< • — ► 


U 21 q 
— < — •- 


F 21 


- 1 q- 

F 12 = tU12 




■> 


F 12 


Et 


- 1 f~ 

F 21 =~ t«27 


4tt£ 0 a 2 4n£ 0 a - 

Noter 1’ emplacement de l’origine des vecteurs unitaires et l’ordre des indices. 

1 2 

Loi de Coulomb : F = F 12 = F 2 j = ^—r 

4k£ 0 a 2 

On rapproche les charges a une distance b pour que la nouvelle force Fn devienne egale au 


double de F. 2F = F N 


J_q _ 
47l£ 0 b 2 


Soit : 


4k£ 0 b 2 471£ 0 a 2 V2 


EXE 2 

La resultante des forces exercees sur q 0 est : 

F = F AO + F BO + F CO + F DO = F AO + F CO 
Soit: 

2qq 0 


— 1 qqn - 1 

F = — u AO + 


4x£o 2a 2 

l qqp 

4n£o 2a 2 
1 3qq 0 


4n£ 0 2 a 2 


uco 


, i 2 qqo - 

UAO +- T- UAO 


4n£ 0 2a 2 


UAO 



4n£ 0 2a 2 

La resultante a le sens et la direction de uab et son module est donnee par 1’ expression : 
1 3qq 0 


F = 


4x£ 0 2a 2 


EXE 3 


Fa Eb a Fb Ea b 


M ^ <8>- 


M 


4q 


Ea Eb 


On distingue trois zones : 
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- A gauche de A ou les deux champs ne peuvent que s’ajouter 

- A droite de A ou les champs ne peuvent que s’ajouter 

- Entre AB ou les deux champs sont opposes et done peuvent s’annuler mutuellement si leurs 
modules sont egaux. Dans ce cas, la resultante des champs sera nulle si : 


4q 


4ns 0 x 2 4 k£ 0 ( a _ x f 


. Avec x = AM 


Soit : (a - x) 2 = 4 x 2 => 3x 2 + 2ax - a 2 = 0 


4 a 2 -a±2a 

A = 4a => x = 


\a/3 
I -a 


La solution x = - a n’est pas reelle, car on sort de la zone entre A et B, il reste la solution x = a/3. 

EXE 4 


E = E a +Eb = 




4k£ 0 a 2 + y 2 


ua + 


4tt£ 0 a 2 + y 2 


u B - 


4k£ 0 a 2 + y 2 


ua +ub ) 


La somme vectorielle des vecteurs unitaires est un vecteur appartenant a l’axe OY, done le 
champ total est porte par OY. 

Projection sur OY : 


E = 


47TPn 2 2 

a + y 


2 sin 9 . Soit : E = 




2y 


47T£{ 1 


/ 

» 


2 + y‘fc 


Et done E - ^ 


2y 


47T£f, 


(«• 


+ y 


2 1/2 


E' = 


qa 2 2\ 




4k£(, 


(“ 2 + y 2 J 



La derivee de E a le signe d e[a 2 - 2y 2 j, le reste de l’expression est toujours positif. Done E’>0 

si y est comprise entre — < y < ~^= et il est negatif a l’exterieur de ces racines. Comme le 

V 2 V 2 

probleme est limite aux j > 0 nous avons : 


y 

0 

a 1^2 

+<x> 

E’(y) 

+ + + 

- 


E(y) 

-> 

tl 

1 

0 

0 

3y[3 4n£ 0 a 2 ■*“ 
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a 


Le champ passe par un extremum correspondant a 1’abscisse-^= . II s’annule a l’infini et au 


centre O. II reste constamment continu. Bien entendu au point M il n’y a pas de charge done il 
n’y a pas de force electrique. 


EXE 5 

En M (sur OF ), le champ E est la resultante des 
champs crees par les trois charges. Le champ cree par 
les deux charges q est portes par OF et il a pour 
1 <1 


expression 


4k£q r 2 


2 sin 6 j (voir exercice 4). A ce 


champ s'ajoute celui cree par la charge -2q et ayant 
1 -2q~ 

comme expression - 




E = 


47TS 0 y 2 
La resultante est : 

2 sin 6 - 


2q 


4tT£q 

c 

2q 


4 m ?, 


o y' 


4m£ 


0 


I ^ 


2q 


47T£/ : 


[a 2 + „ 2 ) 

/{? 2 + y 2 } 


y 
5 ^ 
2 


En M f (x > a ), la resultante est : E = E q + E q + E-2 q . Soit : 


E = 


4 1 2q 

4n£ 0 (: x + d Y 4 ti£ 0 (x-a) 2 4n£ 0 x 2 


■ + 


2q 


47T£q 


-a 2 ) 

4 j-’I. 


M o 


-2q 


M" 


M' 

• ► 

X 
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En M" (0 < x < a), la resultante est : 


E — E q + E q + E -2q 


( 


+ ■ 


4™o(x + a) 2 4 ^0 (x- a) 2 

' - ' - -\2\ 


+ ■ 


1 -2q 

47l£ 0 x 2 


2q 


4k£ 


0 


2 ax 2 + 




:( 2 2V 

\x -a J 


Soit 


E = ■ 


2q 


47Z£q 


2ax 3 + [a 2 - x 2 ^f 
x 2 (x 2 -a 2 ^ 


EXE 6 

1- dli cree au point M le champ elementaire dE 1 faisant 6 avec la verticale, dh symetrique a dli 
par rapport a OY cree au point M le champ dE 2 symetrique aussi a dE 1 . Le champ resultant 
dE est done porte par OY. En considerant, de cette fa^on, deux a deux tous les elements 
symetriques, nous obtenons un champ E total porte par OY. 


2- Le champ elementaire resultant est : dE = dE 1 + dE 2 = — - — ui + 112 ) 

4ne 0 r 2 


Ou dl = dli=dl 2 
Projection sur OY : dE = 


. _ y _ / , d6 

Avec cos 6 = — , tgd = — et done - 

r v --- 


aurons : 


Adi . 1 

— — 2 sin a = 


Adi 


4k£q r 2 4n£Q r ‘ 

dl 

= — , nous 
cos * o y 


2 cos 6 


A yd9 cos 0 
dE = r — — 2 cos 6 


2A 


4n£o cos 2 Q y * 

Soit apres simplification dE = 

47T£ 0 y 

Le champ total sera apres integration : 

E = J 


cos 9 dQ . 


2A 2A . 

cos 9 d9 = — sin 9j . Avec 


0 4 ™oy 


4ff£ 0 y 


sin 9 1 = 


1 


2 , 2 
y + a 



L’integrale porte sur la moitie de la longueur chargee puisque l’on a considere au debut deux 
elements de charge. 


Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI 



Electricite 1 


72 


D’ou 


E(y) = 


A 


2m « W 


a 

7 ~ ~2 

y + a 


3- Si a devient infinie, alors E(y) = 


A 1 


27TS 0 y 

infini portant une distribution lineique de charge. 


. C’est le champ, au point M , cree par un fil 


EXE 7 
La charge dq' cree : dE 


-,_J_dq_- 


4u£q r 2 


u' , la charge dq' 


symetrique a dq' par rapport a OZ cree 

— 7 * 1 dq — . , — — 

u symetrique a dE' . 


dE 


4k£q r 2 


dq' = dq" done dE' = dE". 

Le champ resultant selon l’exercice 4 est : 


dE = dE' + dE" 


E = \-!—™L 2s i n e = —\ 

J A 7 A J 


= — + ?)= ■ — ■ %2stn 9k 

zdl 


47U£q r 2 


l f'kOQ r ‘ 


4 net ; 
2A 








!<// = 


2A 




2nR 


Done E( z) = 


AR 


£o 


(z 2 + R 2 ) 



EXE 8 

1- dSi contient dqi et cree au point M le champ elementaire dE i = — - uj faisant 

OjM 2 

1’ angle 0 avec OZ. 

dS 2 symetrique a dSj contient d ([2 = dqi et cree au point M le champ elementaire 

dE 2 = — - — ^ »2 faisant le meme angle # avec OZ. 

4xso 0 2 M 2 

Si Ton note dq = dqi = dq 2 et sachant que O/M = O 2 M, alors le champ resultant sera forcement 
porte par OZ : 
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dE = dE i +dE 2 = — ^rWl+U 2 ) 

4x £ 0 OjM 2 

Oil p = OiO = O 2 O. 


Projection sur OZ : 

dE = — — - 2 sin a 

4ne 0 OjM 2 

Ou dE = — ^—2cosG. 

4x£o OjM 2 


Avec dq = crdS, cos 6 = — — — , tgO = — et done — ^ — = — , nous aurons : 


OiM 


cos 6 z 


dE = — — ^ — 2 cos G . En coordonnees cylindrique dS = pdpdcp. Le champ total sera : 

4tT £ 0 z 


cos 2 9 


Ztgd - — d(p 


2 o pdpdcp 3 2 cr cos 2 G 


cos J G = — ^ _ 

4ft£ 0 z 2 4tT£q z 2 4X£ 

Si l’on integre : 

Go 2(7 ^ 2(7 

E = \ sinG dG \d(p = [l - cosGq)tc . Avec cosGq = 

0 4n£ 0 0 4 k£ 0 


3 2(7 

-cos G = sinGdGdq) 

4 t:£q 


Ir 2 + z 2 


L’integrale porte sur la moitie de la surface chargee puisque l’on a considere au debut deux 
elements de charge. 


Ir 2 + z 2 


E(z) = — 1- 

2 £ 0 


2- Z => +go, E(z) = — est le champ cree par un plan charge en surface. 
£0 
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EXE 9 

Le systeme peut etre considere comme la superposition d'un plan 
est d'un disque. Le champ sera porte par la droite OM et on peut 
le calculer en considerant qu'il est la superposition du champ 
cree par un plan charge en surface auquel on retranche le champ 
cree par un disque charge en surface aussi. D'apres l'exercice 8, 
nous aurons : 


si z > 0 

E disque 

G 

2s 0 

et 

E plan ~ 

G 

2s 0 

si z <0 

E disque 

G 

2s 0 

et 

II 

sj 

G 

2s 0 


(z 2 +R 2 f 


- 1 - 


[z 2 +R 2 j 


Done le champ cree par notre systeme est : 



si z> 0 


si z<0 





E = E 


plan 


E disque 


2s 0 


2 + 


(z 2 + R 2 f 


II- Theoreme de GAUSS 


EXE 10 

HE = — -u est le champ electrostatique cree par q en tout point M de la surface de la 

4ks 0 r 2 

sphere. Par definition le flux deE a travers la sphere est @[e / a]= ^\EdS . Or E et dS sont 

paralleles. Le flux devient : 0^E /5')= J| EdS . Comme E ne depend que de R et que tous les 

points de S sont a la meme distance R de O, le module du champ est uniforme : 

0{~E / s)= E\\ dS = ES = — %-4tiR 2 = — 

V ’ c 4ne 0 r2 s 0 
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2- Le cylindre est compose d’une surface laterale S L et de deux surfaces de bases S B i et S B 2 - 
Le flux de E a travers le cylindre est 


= Jj E L dS L cosO L + \\ E B1 dS SB1 cos Oj + JJ E B 2 dS B2 cos0 2 
Sl SBI SB2 


Avec E j- 


4tt£ 0 r L 2 


q F - 1 

h Bl~ 


4tt£ 0 rj 2 


q &e B2 = 1 




4tt£ 0 r 2 2 


Si Ql, E2i et Q 2 sont les angles solides sous lesquels on observe du point O respectivement les 
surfaces Sl, S B j et S B 2 alors l’expression du flux devient : 

( - ^ 


0 


(e/s)= 


47T£q 


f f dS 1 cos 61 rr dS B j cos 61 rr dS B2 cos 0 2 

JJ 7 *" JJ 7 + JJ 7 


SL r L 


SBI 


r l 


Sl 


r 2 


= — ^ — {f2 L + C2 B i + Q B2 ) 

4tzsq 


n = 


-471 


4tT£q 47T£q 

Ou 0 = 47rest Tangle solide sous lequel on observe tout Tespace. 


On retrouve 0 



q_ 

£0 


De meme pour deux plans on retrouve le meme rapport q/£o car Tangle solide sous lequel on voit 
un plan est 27iSrd et done Tangle solide sous lequel on voit deux plans est 4nSrd (espace). 
Remarque : - les surfaces etudiees sont toutes fermees. Deux plans paralleles et espaces sont 
consideres comme une surface fermee. 

Conclusion : Le flux du champ electrique cree par une charge a travers une surface fermee 
contenant la charge est toujours egal au rapport q/£(> : C’est le theoreme de Gauss. 
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EXE 11 

— 2 * 

1- E = x i possede une seule composante. Le champ sera done perpendiculaire a tous les 
vecteurs de surface (flux nul) sauf ceux des faces paralleles au plan OZ. Le flux total est alors : 

0^E /5')= JJ x 2 i dS j + JJ x 2 i dS 2 Or sur le plan appartement a OYZ (Si), x = 0 et sur le 

51 S2 

plan parallele a celui-ci (Si) x = a d’ou : 

&[e/s)= \\a 2 dS 2 +0 = a 2 a 2 = a 4 

52 

2- La surface etant fermee, ( p[e / s}= a 4 = — soit q = a 4 sq 

£ 0 

3- On utilise L equation de Poisson : divE = — 

£ 0 

dx 2 p 

Ce qui nous emmene a : = — soit p = 2s qx . La densite n’est pas uniforme mais varie 

dx £q 

lineairement avec x. C'est-a-dire que l’on a des plans "equicharges" tous paralleles a OYZ. Sur le 
plan OYZ (x = 0) il y a absence de charges. Plus on s’eloigne plus la quantite de charges 
augmente. La charge contenue dans le cube est la somme de toutes ces charges. Soit dans le cube 
un volume elementaire dV contenant la charge dq. On peut ecrire : dq = pdV . La charge du 

a a a 

cube serait : q = J pdV = J|J 2sQxdxdydz = 2s q j .vr/.v| dy\ dz 

volume volume 0 0 0 

du cube du cube 

Et on retrouve q = a 4 sq 


EXE 12 

1- En un point M de l’espace le champ est radial et il est constant sur tous les points ayant la 

meme distance r de O. ff EdS = — jjf pdv S etant la surface de Gauss et v le volume charge 

S £ 0 v 

inclus dans S. 

► Si r>R 2 , E4nr 2 = -?--Jr 3 2 - X S j) soit E = ^ 

Sq 3 ' ' 3s fl 2 


E = -gradV <=> V - -J Edr = 




3s 0 


, la constante d’ integration est nulle car V(oo) 


0 

► Si R. 2 >r>Ri, E4nr 2 


P 4 ( : 
— — n\r 
s 0 3 V 



soit E = 


P_ 

3so r 2 
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E = -gradV <=> V = -J Edr 


P 

3s 0 




r 

J 


+ Ci 


► Si r<Ri, absence de charge dans la surface fermee, E = 0. V = C 2 . 


Determination de Ci et C2 


Quand M est a la distance Ri de O : lim V(r ) = lim V(r ) . Soit C 2 = 


r->Rf 


A la distance R 2 de O : lim V(r) = lim V(r) . Soit - 


r->R : 

p 


3e 0 


r-yR 2 + 


r-yR , 


3 8 \ 


0 


'Rl + Rp 
K 2 R2 , 


+ Cl - 


f r]_ + r£ 

2 Rj 


+ C / 


3s tl 


Ri 


=>Cj = —-P—r\ etdonc C 2 = ^ ^ 


2 3 s 


0 


2 3s 


’-{r 2 2 -Rj 2 ) 

0 


On regroupe les resultats dans le tableau : 


r>R 2 

E p[ r3 2~ r3 i)i 


3e 0 r 2 

3s 0 r 

R 2 > v > Rj 

E pf-Ri) 

3s 0 r 2 

v P 3R 2 2 r 3 +2R 3 A 

3s 0 2 2r 

v J 

r <Ri 

II 

V = 3 p ( r 2 2 r 2 ) 
2 3s 0 ' 1J 


2 - 




Le champ et le potentiel sont des fonctions continues a la traversee d’un volume charge. 

N.B : Le champ n ’est discontinu qu ’au passage a travers une surface mince chargee. 

3- Si Ri tend vers R 2 , on obtient une seule sphere chargee en surface de distribution : cr = — 

4ttR 2 

Deux cas uniquement sont possibles r < R et r > R. On peut rappliquer le theoreme de Gauss ou 
directement remplacer /?par son expression en fonction de la charge. 
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r> R 

e _<jR 2 1 

v -° r2 1 

£ 0 r 2 

1 

r<R 

II 

v = ” R 



£ 0 


EXE 13 

Le cylindre infini contient deux plans de symetrie passant par hM. Le champ electrique s’il existe 
est done porte par hM. 

Le champ ne depend que de la distance entre M et les charges. 

L’ensemble des points M tel que la distance hM reste constante est un cylindre d’axe ZZ’ et de 
rayon r = hM. La surface de Gauss S sera alors ce cylindre qu’il faut fermer par deux surfaces de 
base. La hauteur de S est finie que Ton prend egale a L. 

i 



ils Eis = j-h adl: 

£ 0 

Zetant la surface chargee, du cylindre infini, contenue dans la surface de Gauss. 

E2wL = — 2nRL => E = — - 

Eg Eg V 

N. B : Le flux du champ a travers les deux surfaces de base est nul car le champ est 
perpendiculaire a l’ element de surface. 

EXE 14 

Theoreme de Gauss : \\s EdS = J r\llvP dvoixS est la sphere de Gauss de centre O et de rayon 

£ 0 v 

r\v est le volume charge contenu dans S. 

1- E4jir' 2 = — JJJ ^ r r 2 sinO dr dO dep = — \q r 3 dr jT sin Odd 71 dp 
£ 0 v £ 0 

v a R 4 „ 1 aR 4 1 

4keq 4 r > 2 4 eq r ' 2 
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2- E4nr' 2 = — — r 2 sinO dr dO dcp = — ^rdr^sinOdG^dcp 

r b R 3 „ „ 1 bR 3 1 

E 22k — - = - 

4ksq 3 r < 2 3 sq r ’ 2 


EXE 15 



so 


1- divE i = 2 ay- 2ay => p = 0 . Absence de charges a l'endroit ou regne le champ. 

2- divE 2 = -2a - 2a- 2b = -4a - 2b=> p = -2 sq ( 4a + b) . p est uniforme. 

3- divE 3 = 0=> p = 0 . Absence de charges a l'endroit ou regne le champ. 


EXE 16 

- Cas d'un segment : 

Si M e au plan de symetrie P, E est porte par ce plan. Si Mg au plan de symetrie, la 
direction de E change selon la position de M. 


De meme pour un cylindre fini. 

Si M e au plan de symetrie, E est porte par ce plan. Mais sa 
direction exacte ne peut pas etre determinee. Si Me au plan de 

symetrie, la direction de E change selon la position de M. Par contre 
quand M appartient a deux plans de symetrie, le champ est porte par la 
droite intersection. 

- Cas d’une distribution quelconque presentant deux plans de 
symetrie. 

Si M e Pi, E est dans Pi. 

Si M e P 2 , E est dans P 2 . 

Si M e A =PiC\P 2 , E est porte par A => A est une ligne de force. 
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III- Calcul indirect du champ electrostatique 


EXE 18 

Une charge ponctuelle dq contenue dans dS cree au point O un potentiel elementaire : 
J¥ , 1 dq 1 crdS 

4kSq r 2 4k£q R 

Le potentiel cree par l’ensemble des charges de S est alors 

y = J— \\Z*L 

4neo s R 

1 - a= go : 

y- zi s- a ' ,R 

471SqR £q 

2- G= Go cos 0 \ 

Gq f , cosOdS 


V = 


4tT£q 


fj- 


R 


. En coordonnees spheriques dS = R 2 sindddd<p. 


V = RcosO sinQddd(p = j^ 2 cos 0 sin Qd6\~ () n dtp 


o s 


47T£fi 


Or sin2G= 2 cosQsinO, d’ou : 

V _ 17 ()R — \^ 2 sin20d6\l K d(p = 
4us 0 2 30 30 4£ 0 


EXE 19 

1- le potentiel au point M est : 

, wr 1 dq g dS 

dV = = 

4k£q r 4 k£q r 

dS etant la surface elementaire contenant dq. On peut l’exprimer en coordonnees cylindriques : 
dS = p dp d(p. 

d’ou : F = — — — ff 

4n£ 0 s r 

Sous l’integrale il ya trois variables qu’il faut convertir en deux variables seulement car nous 
avons une integrate double. On prend alors la relation r 2 = p? + z 2 . 
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V= — JJ P d P d< P 
V + Z 2 


V = 


4 ™0 s l 


_ R _ 2n 


4ns 0 oJp^Vz 2 0 


47T£ 0 [ dp 


l d 9 = ^~ 

o 4tce 0 


Jr 2 +z 2 


12^ 


Soit : F = 


2s (l 


7777 


avec z > 0. 



— dV — 

2- E = -gradV donne E = car point M le vecteur champ E est porte par OZ. 

dz 

Tout calcul fait, nous aurons done : 


d'ou E= - 2 - 
2s 0 

E = Mi- 


1 - 


2s 0 


VR 2 + z 2 J 

A 


k sachant que z >0 


V 


R z +z‘ 


k avec z > 0 


EXE 20 

Remarquons d’abord que les charges sont concentrees autour de 
6=0 etO=7TQ t qu’il y a absence de charge a 6 = ± n/2. On peut 
chercher le champ et le potentiel en un point quelconque de l’axe 
OZ et les appliquer au centre. En plus le cosinus est positif quand 
0 < 6< n/2 et il est negatif quand n/2 < 0< n 



dE = dE j + dE 2 


1 dq - 1 dq - 

y «/ + y«2 

4 n £ 0 r 2 4 ke 0 r 2 


1 dq 
4 x£ 0 R 2 


I- cos 6 i - sin 6 j - cos 6i + sin 



dE = 


1 dq 

4tT£ 0 r 2 


2 cos 6 i 


-2 Adl_ 
4 x£ 0 r 2 


cos 6 i 


=> E est porte par OX et il est oppose a i 

dl = Rdd, la seule variable dans cette expression est 6. 


E = 


22, 0 1 T 2nsn~ ~ 2A 0 1 * 1 + cos 20 

cos Odd i = — dOi = 

J A D J 


• 2Aq 1 


4ke 0 R 0 
e = zlhtL’L-, 

4k£q R 2 


Soit E = 


4tt£ 0 R 0 

K o 1 


4k£q R 


26 + sin 26 


-\n 


4s 0 R 
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En M le potentiel cree par une charge elementaire dq = A dl est : 

2n 

4ns 0 R 0 


„ r 1 Adi 1 A 0 cos9Rd9 

dV = — = soit V = 

4ns 0 r 2 4ns 0 r 2 


\cos9d9 = 0 


En O, le potentiel des charges plus compense celui des charges negatives de sorte que le potentiel 
total soit nul. 


N.B : Oon ne peut pas utiliser id la relation E = -gradV 


EXE 21 
1- 


r = OM = OH + HM 
n=AM = AH’+H’M 
t‘2 = II M 

r » a => 0~ a 



( 


V(M) = 


4tT£( : 


r 2 n 




q r j_ ~ r 2 
4ke 0 rjr 2 


a a 

ri - AH'+H' M « —cos a + r et r - OH + HM ~ — cos 6 + r? 
1 2 2 2 


yd 1 i 

On en deduit : rj —r 2 ~ acosd et r 2 r 2 = r — ~^~ cos & ~ r 


Soit : V(M ) = 


q acosQ 
4 ns, 


0 r 


dV q 2a cos 0 


2- E = -grad V => E., = = — et En = - 

' dr 4ns r ~ 3 


-0 r~ 


= 1 


Et + El 


= — cos 2 d + a 2 sin 2 6 = ^ 

4keq r 3 


4nso - 3 


1 dV q a sin 9 
r d6 4n£Q r 3 


1 3 cos 9 + 1 


Ea 1 

L’orientation du champ peu etre definie par l’angle (p que fait E avec OM : tg(p = — — = —tg9 

E r 2 
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2- a- Le nouveau potentiel est la somme du potentiel du dipole et du potentiel exterieur issu de 
E 0 . 

V( M) = V(M) + V 0 . 


Eo = Ef/i et la relation E = -gradV donnent : Vq = -J E 0 dx = -E 0 x + Cte 
A l’origine Vo(O) = 0 —> Cte = 0, d’ou V o — - Eo x. avec x — r cosO. 

V Total (M)= aCO l° -E 0 r cos 9 


4ttsq 

r 

b" V Total = 0=> 


r 

q a 


4 7T£ 


-E n r 


f 


=> 


a 


0 r 

\ 


cos 9 = 0 


471£q r 2 


E 0 r 


= 0 et dans ce cas r = 3 ■ 


4ns 0 E 0 


, ce qui definit une sphere de rayon r et 


de centre O comme surface equipotentielle. 


Ou cos 9= 0=> 9= n/ 2, ce qui definit le plan mediateur OY comme surface equipotentielle. 
c- Le champ est la resultante entre le champ du dipole et le champ exterieur E 0 . 

E Total = E + Eo . En coordonnees cartesiennes : 

E = E r e r + Eq ee = E r (cos 9i + sin 9 y‘|+ Eq (- sin 9i + cos 9 y] 

En ajoutant E o et en rearrangeant E equation, on trouve : 

E Total = (e,. cos 9 - Eq sin 9 + Eq )* + (E r sin 9 + Eq cos 9) j 

On doit determiner le champ en fonction de 9, c'est-a-dire que Eon doit prendre E equipotentielle 


spherique. On remplace alors r par son expression 31 


4ks 0 E 0 


dans E r et E e . 


E,.= 


q 2a cos 9 q asin9 . 

— - — = 2Eq cos 9 et Eq = — = Eq sin 9 


4tz£q r 3 
Tout calcul fait, on trouve : 


47T£, 


0 


E Total = 3Eq l cos 9 i + cos 9 sin 


in9j) 


IV- Conducteurs electrostatiques 
EXE 22 

La pression electrostatique sur la surface du conducteur 
spherique est P = cT/2£o. Au contact, le disque et la 
sphere constitue un conducteur unique. Le disque est 
soumis alors a la meme pression P. 

D’ autre part avant que le disque ne se souleve, il etait a 

Eequilibre : F e + mg = 0 (on neglige les forces de 
reaction). 


| F „ Disque (O, r) 

c i 

i 

i 

▼ — ► ' Sphere (O, R) 

mg 
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CT 2 2 

Soit F e = mg =>P Sdisque = mg => - — nr = mg 

2s 0 

Le potentiel de l’ensemble est celui de la sphere conductrice : V = 


Q { 

4nsQ R 

ctR 


On remplace la charge par son expression en fonction de la densite : V = 


La densite de charge du disque est la meme que celle de la sphere : <r = 


so 

SpV 

R 




<J 2 2 

Soit done : nr = mg => 

2e 0 2e 0 


v * j 


2 SoV 2 

-nr = mg => —nr = mg 

2R 2 


I ^ 

SoitF = — I . Quand le potentiel du de l’ensemble disque plus sphere devient superieur a 

r \ nsQ 

cette valeur limite le disque se soulevera. 

EXE 23 


0 


Fil de connexion 


O’ 



<r 


sR’ 


S(0, R) S’(0’,R’) 

1- Le potentiel de chaque conducteur n’est du qu’a l’influence de ses propres charges, d’ou : 

V = —t—Q et V'= 

4neo R 4nsQ R' 


Or V = V’ car les deux conducteurs sont relies par un fil. Nous avons done : — 

Q' 


R_ 

R' 


On en deduit : — = — 

<j' R 

2- L’egalite en fonction des charges montre que si R’»R alors Q’»Q. Ce cas on le rencontre 
qu’on on relie un conducteur a la terre. Son rayon est tellement petit devant celui de la terre que 
les charges qu’il peut contenir seront tres faibles. Tout conducteur relie au sol verra ses charges 
disparaitre. 

- L’egalite en fonction des densites montre que si R’»R alors o»cr’. Les charges se regroupent 
preferentiellement sur les surfaces a faible rayon de courbure. C’est l’effet des pointes. Ce 
phenomene est utilise pour eliminer les charges des conducteurs que l’on ne peut pas relies au sol 
tels que les avions par exemple. Les ailes contiennent des pointes ayant un petit rayon des 
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courbures. Les charges s’accumulent a ces endroits et attirent un grand nombre d’ions (provenant 
de l’air) de signes opposes et se trouvent ainsi neutralises. 

EXE 24 

1- La charge initiate sur S est Qo. S est conducteur, la charge est done repartie sur sa surface 
exteme. II s’agit d’une distribution superficielle. 



a- Le systeme est a symetrie spherique, le champ en tout point de l’espace est radial, 
b- Le champ ne depend que de r = OM. L’ensemble des points M tel que OM reste 
constante est une sphere .Tde centre O et de rayon r. Appliquons le theoreme de Gauss sur X : 

\\~EdX = —\\crdS . ~E//dX 
E £ 0 S 

=> IT E dX = — IT <7 dS . E et <y sont uniformes 
£ £ 0 S 

S est la surface chargee contenue dans X. 

► Si r>R 2 => E4jrr 2 = —S = —47 tR 2 2 

£ 0 £ 0 


=> 


E r>R 2 


<y R% 

£ 0 r 2 


E - -gradV => V = jEdr = 

£ 0 r 2 £ 0 r 
puisque le potentiel a l’infini est nul. 

► Si Ri < r <R .2 => E47ir 2 = 0 
=> E R,<r<R 2 = 0 

=> V= C. Continuity du potentiel =>V = a 

£ 0 


La constante d’ integration est nulle 
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► Si r <Ri => E4jir 2 = 0 

=> E r<R 1 = 0 

=> A cause de la continuity du potentiel, V reste egale a -- 

so 


Tout le systeme est equipotentiel. 


Meme dans le creux le potentiel reste constant et egale a 


<? R 2 

so 


En fonction de Qo et puisque a = 


Qo 


4nR 2 2 


r>R 7 


r<R , 


Qo 


et 


r<R 7 


V devient : 

Qo 1 


4^£qR 2 r 2 47 T£q R 2 

c- S est un conducteur, sa charge est Qo et son potentiel V est constant et il est egale a 


Puisque Qo = C V, on en deduit : C = 4k£qR 2 
A. N : V= 70 kV, C = 40PF. 


2 - 


Q 


Q’ 



d 



S(0,R 2 ) S’(0’,R ’) 

a- Calculons les potentiels de chaque conducteur : 

v=J-2-+-L-V- 

4k£q R 2 4tT£q d 
4tT£q d 4k£q R' 

On deduit de ce systeme les expressions de Q et Q’ : 

Q = 4k£ 0 dRl (l Vd - V R') 

d 2 - R' R 2 

Q' = 4tt£ 0 (Vd - VR 2 ) 

d 2 - R' R 2 

On remplace R ’ par R/2 et d par 2R 2 : 

Q = 4ne 0 ^(4V-V') 
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Q'=47TS 0 ^-{2V'-V) 

b- Les equations d’ influence s’ecrivent sous la forme : 
Q = C U V + C 12 V' 


Q'=C 21 V + C 22 V 

En comparant ce systeme avec le systeme precedent on en deduit : 

8R 2 2R 2 4R 2 

Cjj = 4tts 0 —y , C 12 = C 21 = -4tts 0 -y- et C 22 = 4ne 0 -y- 

Cu est la capacite de S en presence de S’, C 22 est la capacite de S’ en presence de S. 

C 12 et C 21 sont les coefficients d’influence mutuelle entre S et S’. 

c- Quand le conducteur S est seul, la capacite trouvee est C = 4k£qR 2 (§ lb). Apres 


8 R 

l’approche de S’, la capacite est devenue Cjj = 4tt£q y >C = 4tt£qR 2 . 

On conclu que la capacite d’un conducteur influence augmente. 
d- A.N. :Q = 1,6 juC, Q’ = 2,4 /uC 

Cjj = ~y~ — 45,71 PF , C 12 = C 21 = -y = -11,43 PF et C 22 =^y = 22,86 PF 


Remarque 

On a maintenu apres influence la valeur du potentiel V de S, la charge de S qui etait Qo = 2,8 pC 
est devenue Q = 1,6 //(’. 

3- Nous avons maintenant un systeme a influence totale ; S entoure completement S’. Les 
charges vont apparaitre aussi sur la face interne de S 


a- V = 

V' = 


e + . ' 


Q' 


4u£ 0 R 2 4ns 0 R 2 
1 Q + 1 Q' 


4jT£q R 2 4k£q R' 

1 Q' 


2R’ = R 2 et (2) =>V = V 
(1)=>Q = 4x£ 0 R 2 V'-2Q' 


47T£ 0 R 2 


( 1 ) 

( 2 ) 

que Ton reporte dans 



A. N. : V= 80 kVet Q = 0,8 pC. 

b- A l’etat initial S porte la charge Qo. Apres influence avec S’ qui porte Q’, la charge - Q ’ 
va apparaitre sur la face interne de S et done sur la face exteme apparaitra la charge Q’ qui va 
s’ajouter a la charge initiale Qo. Nous aurons : 

Face interne Qi = -Q ’ 

Face exteme Q 2 = Q’ + Qo 

Au total S porte la charge Q = Qi + Q 2 = Qo- 

On en deduit : La charge totale de S est restee inchangee meme apres influence. C’est le principe 
de conservation de la charge. 
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EXE 25 


H' = f<tV A +iVb -qYc -^L >)= /* C 

2 47T£q a f2 


car : 


Va = 


47TS , 


0 


7^ 


a~i2 


a 


4ksq a ^2 


: C’est le potentiel en 


A du aux charges de B, C et Z) 

( 1_ 1 

a 


V B = 




v 


471 £q 

B du aux charges de C, D et A 


+ l\ = ^L L- 

aj2 a J 4tt£ 0 a ^2 


1 | 1 
a ay[2 


1 

+ — 

a 


Vq = — — — 

4k£q \ U umz U j 
C du aux charges de D,AetB 

(l 1 O 


4n£ 0 a^2 


: C’est le potentiel en 


: C’est le potentiel en 



V D = 


47T£q 


a a ^2 


1 = : C’est le potentiel en D du aux charges de A, B et C. 

4k£ 0 as[2 

L’energie du systeme est negative. Le systeme cede de Venergie au milieu exterieur. En effet si 
Lon etudie les forces electriques qui agissent sur chaque charge, on s’aperqoit que la resultante 
ne peut pas s’annuler. Le systeme est dans un etat instable et il doit ceder de Venergie (les 
charges doivent se repositionner) pour se stabiliser. 


EXE 27 

i) 




s(0, r) 


v 


■ 


V = 


1 Q 


4j:£q r 4k£q L 

1 Q 


+ 


S(0>, R) 


4jT£q L 47T£q R 
On deduit de ce systeme les expressions de q et Q : 

Q A 


q = r 


4n£ 0 v~ — 


Q 


v = —+ 

L 4k£q 


1_ 

R 


t2 

L j 


Remarque 

Pour maintenir s a un potentiel constant v, on doit l ’alimenter en quantite de charges. En effet on 
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voit dans V expression de q que celle-ci depend de L. Si L change, q doit aussi subir une 
modification pour que v reste le meme. 


A titre d’exemple : Quand S est a Lode s, q — r 




4ns 0 v-f- 
L 0 J 


Quand S est a co de s, q = v4k£qv 

On en deduit que s a regu au corns de la variation de L (de Lo a I’infmi) une charge 

r Q 

supplemental Aq egale a . Soit un apport d’energie supplemental AEs up egale a vAq. 

L 0 

2) Les deux spheres sont equivalentes a leurs charges placees a leurs centres. Chaque conducteur 
exerce sur l’autre une force electrique, d’intensite F e , donnee par la loi de Coulomb : 


( 


\ 


4tT£qL 


F e = — - — . Si Ton remplace q par son expression nous aurons : F e = '-f 
4ns 0 l 2 L 2 

3) Si q et Q sont de meme signe, la force sera repulsive et son travail pour un deplacement dL 
sera donne par dW e = -F e dL. Pour un deplacement de Lo jusqu’a l’infini, nous aurons : 


+ oo 


w . 


= -\F e dL = -^ 

1 L 

n 


rQv rQ “ 


■ + 


'0 4k£q2Lq 

4) L’energie electrostatique du systeme est W = —(qv + QV). On remplace q et V par leurs 


expressions on trouve : 

1 


AL=L 0 , Wi = 


AL = ao\W f = 


„ 2 Q 

47T£orv H 

4u£q 

X 

A 2 Q 2 

471£qVV + 

4tT£qR 


/? j2 

L 0 J 


5) Le gain en energie AE du systeme au cours du deplacement est : 

\2 


AE = 


rQ V 


2 

87Z£qLq 


A ce gain d’energie il faut ajouter l’energie AE sup vue precedemment. 
Le gain reel d’energie est done : AE +AE sup 


6) On remarque que E e = - 


rOv 

-y- + AE = ~AE sup +AE 
Ln 


Que Ton peut ecrire sous la forme W e + AW - A W sup = 0 et ainsi la conservation de l’energie 
est bien verifiee tout au long du deplacement de S. 


EXE 28 

Nous allons calculer d’abord le champ et le potentiel crees par un cylindre infini quand le Point 
M est situe entre les armatures. 

Symetrie cylindrique, S = surface de Gauss de hauteur h et de rayon r. Le champ est 
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perpendiculaire a l’axe du cylindre. 

Theoreme de Gauss : E2nrh = —2 ttRj h =>E= 

£ 0 £ 0 r 


R, 


R, 


t r*. gRi c dr crRj ( „ , „ \ <r Ri , R 2 

f- V = | Edr = J — = (in R 2 - In R 2 ) = —In 

£ 0 Ri r £ 0 £ 0 Rj 


v , R , 

La charge de Parmature interne de longueur fini h est Q = cr2 nRi h. Le potentiel devient : 

O R 

Vi - V 2 = In — — • On en deduit : 

1 2x£ 0 h Rj 


C = 


27T£q h 

In h 

«1 


Si e = R 2 - Ri «Ri. In — ^ = In — - - = ln\ 

Rj Rj 


Ri +e 


( 


1 + -i- 

R 




1J 


e 

*7 


_ , _ 2k£o ItR, £f)S „ , ,, 

D ou C = = . S etant la surface de 1 armature interne 


EXE 29 


e 





Cj 

C 2 


La capacite d’un condensateur plan est C = 


£qS 


Quand on introduit la lame d’epaisseur d, on se trouve avec deux condensateurs en serie de 


capacite Ci et C 2 . La capacite equivalente est donnee par- 


equ 


11 „ £ 0 $ 

1 avec Cj= et 

Ci C 2 ei 


C 2 = 


e 2 


1 e i + e 2 ej+e2 e-d 1 d 

Cequ £ 0$ £ 0 $ £ 0$ £ 0$ ^ £ 0$ 


Soit C e q U 


_JoS_c 

£qS — d 
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La capacite du condensateur a augmente. Plus la lame est epaisse plus la capacite obtenue est 
grande. 

Ce moyen d’ajout d’une lame entre les armatures est tres utilise pour usiner des condensateurs 
ayant les memes dimensions mais des capacites differentes. 

EXE 30 


Q -Q Qf -Qf 



Initialement Q = C Vo. 

En reliant C a C’ les deux condensateurs seront forcement en parallele : V= Qf/C = Q’f/C’. 
Ils partageront done la charge initiale : Q = Q/+ Q /=> C Vo = (C + C’) V 

C 

On en deduit l’expression de : V = — — — Vq 

C 2 cc 

Les charges seront alors : Qf = CV = -Vq ; Q'f = C'V = -Vq 

V. “i - “i - 
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Electrocinetique 


EXE 1 

1- On transforme le triangle du milieu en etoile et on remplace les resistances en serie par leur 
equivalent. Le circuit devient : 

On debranchant R, nous aurons 

R th =6R//4R = —R 
m w 

V th =E 1 -4RI 0 =E 2 +6RI 0 


Io est le courant sortant de la borne (+) de Ej quand R est deconnectee. 



que Lon 


remplace dans l’une des expressions de V,/,. On trouve : V,i t = (6 Ej + 4 E2)/10. Le generateur de 
thevenin connecte a R est : 



2- A l’aide des lois de Kirchhoff 

Loi aux noeuds : Ei = 4R Ii + RI. => 

-E 2 = - 6R I 2 — RI. = - > 

Loi aux mailles : I = I 1 +I 2 . => 

3- A.N : R = 1 Mn, E, = 2/3 VetE 2 = 15/2. 

1 = 1 juA. 




(3E,+2E 2 ) 

17R 


On remarque que 

Entre B et C, il y a deux resistance en // qu’il faut 
ajouter a R’ pour obtenir la resistance 
equivalente entre B et H. 

Entre B et K, il y a deux generateurs en series et 
deux resistances en serie aussi. 

Entre C et F, il y a un generateur et un recepteur 
en serie et deus resistances en serie aussi. 

Tout calcul fait, on retrouve le meme circuit que 
celui de la question precedente et done on aura le 
meme courant. 


2R 3R 5R 



Figure 3 
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EXE 2 



Figure 4 



Figure 4 avec R deconnectee 


1 - On suppose d’abord que I se dirige de A vers B. On deconnecte la branche contenant le 
courant / a calculer. E,i, est alors la d.d.p. entre A et B : E,i, = V A - Vb- Soit loo, hi et I02 les 
courants de ce circuit intermediate qui ne constitue qu’une etape de calcul. 

^ E,h = - b I 01 - c I02 = X I01 + a I 02' 

-(a + c)I 0 2 = (X + b)hi. 

Cette demiere equation est aussi egale a E d’apres les mailles contenant ce generateur. Ceci nous 
conduit a : 


hi 


E 

X + b 


et 


1 02 


E 
a + c 


Et done E t f, = 


XE 


aE 


X + b a + c 

La resistance equivalente de Thevenin R,i, se calcule en court-circuitant E. Dans ce cas C et D 
constituent electriquement un seul point. Le circuit devient : 


On s’apercoit facilement que R,i, = (X//b) + (a//c). 

_ . .. Xb ac 

Soit: R th = - + ■ 


X + b a + c 

II reste maintenant a remplacer tout le circuit par le generateur de 
Thevenin et reconnecter R : 

Selon la loi simple de Pouillet, nous avons E t h = (Rth + R) E En 
remplagant R,/, et E,h par leurs expressions, on en deduit la valeur de 


C = D 


1 = 


X(a + c)-a(x + b) 


Xb(a + c ) -ac (x + b)+ r(x + b\a + c) 
2-a- /nul. C’est la condition d’equilibre du pont 


X 

-vww- 

-vww- 

b 

-VVWv- 


-vww- 

c 


t A 


4 B 


-vww — 

Rth I 


R 


\B 


b- / soit dirige de A vers B. C'est-a-dire I positif : X + 


ab 
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ub 

c- / soit dirige de B vers A. C'est-a-dire / negatif : X -< — 

c 


EXE 3 



Figure 5 


1- La methode la plus simple et la plus rapide consiste a 
transformer le circuit. 

La portion BCD est un triangle que l’on peut transformer en 
etoile. Le circuit devient : 



Equivalent a : 



On doit maintenant appliquer la transformation de Kenelly soit du cote AC soit du cote CF et on 
fait la somme des resistances qui sont en serie : 


A 



F 



Pr. M. CHAFIK EL IDRISSI 



Electricite 1 


95 



EXE 4 

Si le courant de la resistance de 8 kQ est nul, on peut substituer cette branche par une resistance 
infinie. Le circuit devient : 



20 V I 20 V | 

Ce dernier circuit est symetrique, les courants des branches contenant les generateurs sont 
identiques. Pour une maille, nous avons : 10 = 5.10 3 1. Soit 1=2 mA. A part le court circuit, 
toutes les branches sont parcourues par un courant egale a 2 mA. 



II y a cinq courants reels inconnus. A l’aide des mailles independantes, on n’a que trois 
inconnues. 
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On ecrit la loi de Pouillet corrigee pour toutes les mailles : 

10 = 5.10 3 i, - 2.10 3 i 3 => Iff 2 = 5h - 2i 3 

10-20 = 5.10 3 i 2 - 2.10 3 i 3 => 10 2 = 2i 3 - 5i 2 

0 = 12. 10 3 / { - 2.10 3 i 2 - 2. 10 3 ij => 6 i 3 = i 2 + i / 

Les deux premieres equations donnent 4 i/5 = i 2 + /'/ avec la troisieme on en deduit que i 3 = 0. 
Dans ce cas /’/ = - i 2 = 0,2 A. 

On comparant les branches du circuit initial et du circuit eclate, on en deduit : 

11 = ii = 0,2 A 

1 2 = -i 2 = 0,2 A 

1 3 = i 3 = 0 A. On retrouve le resultat de la question 1 . 

1 4 = 1 3 - i 2 = 0,2 A 

1 5 = i 3 - h = 0,2 A 

Excepte la resistance de 8 kQ, le meme courant parcourt toutes les branches. 


Problemes de revision 


Prol 

Une sphere conductrice S de centre O et de rayon R, contient une distribution de charges 


uniforme qui cree done en tout point de l’espace un champ electrostatique E . 

1- Donner et expliquer la nature de la distribution de charges. 

2- Quelle est la valeur du champ a l’interieur de S. Justifier votre reponse. 

3- Calculer le champ a l’exterieur de S tout en restant au voisinage de la 
surface de celle-ci. 

4- Schematiser les lignes de champ au voisinage de S. Justifier votre reponse. 

5- En deduire le module E du champ en un point M de la surface de S. 



6- Calculer le module df de la force electrostatique df exercee par les autres charges de la sphere 
sur une charge ponctuelle dq placee en M. 

7- En deduire la pression electrostatique P exercee sur dq. 
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Solution 

Prol 

1- La distribution est surfacique <rcar .S' est un conducteur. 

2- Et done, selon le theoreme de Gauss, en tout point a l’interieur de S le champ sera nul 

3- On applique le theoreme de Coulomb. Le champ au voisinage de S est 


so 

4- S est un conducteur. Tout conducteur est equipotentiel. La surface de S 
est une surface de niveau. Les lignes de champ sont done perpendiculaires 
a S. 

5- Dans S E= 0 

Au voisinage de S du cote exterieur E = — 

so 



Ligne de champ 


En M, on prend la moyenne E(M ) = 


E int E ex t 


2s 0 


6- Calculer le module df = dq E = s dS E. En remplagant E par son expression df = -y — dS . 


7- De la question precedente on deduit : P = 

2s 0 


Prob2 

Une sphere conductrice S, de rayon interieur R et de centre O, est placee dans le vide. M designe 
un point quelconque de l’espace tel que OM = r. L’origine des potentiels est prise a Tinfini. 

1- S porte une charge Qo. Donner, sans faire de calcul, le potentiel V(r) cree par Q 0 quand r < R 
et r = R ’ > R . Justifier votre reponse. 

2- On place S dans une deuxieme sphere S’, de rayon R \ de sorte que les deux spheres soient 
concentriques. 

Initialement S’ porte la charge Q’o- Apres influence, sa charge devient Q’ = Qi + Q2 oil Qi et 
Q2 sont respectivement les charges portees par les faces interne et exteme de S’. 
a- Deter m i n er Q’. 

b- Calculer, en fonction de R’ et Q 2 , le potentiel V ’ de S’. 

c- En deduire, en fonction de R, R ’ et Q 0 , Texpression de la difference de potentiel V-V’. 
d- Montrer que si Ton relie S’ a la masse, le nouveau potentiel de S (note V„) prend la valeur 
V-V’. 

e- En deduire la capacite C du condensateur ainsi forme. 

Solution 

Prob2 

1- Une sphere portant une charge en surface est equivalente a sa charge concentree a son origine. 

Done quand r = R ’ > R, le potentiel est V = — - — 

4tisq r 

Quand r < R, la sphere etant conductrice, son potentiel est constant. D’ apres la continuite du 
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potentiel nous aurons V = 

4ksq R 

2- On place S dans une deuxieme sphere S’, de rayon R’, de sorte que les deux spheres soient 
concentriques. 

Initialement S’ porte la charge Q’o. Apres influence, sa charge devient Q’ = Qi + Q 2 ou Qi et 
Q 2 sont respectivement les charges portees par les faces interne et exteme de S’. 


a- Q’= Qi + Q 2 avec Qi = -Qo et Q 2 = Qo + Q’o- 
Soit Q’= -Qo + Qo + Q’o = Q’o- 

Resultat prevu puisque la charge totale de S’ doit rester la meme selon le principe de la 
conservation de la charge. 

b- V’ est du a la presence de la charge Q’o et de la charge Q’. On peut done ecrire : 


V'= 


e '+ J 


Qo 


4k8q R' 4ksd R' 


0 


1 Qi + Q2 1 Qo 


4tze(\ 


R' 


4k£q R' 


1 -Qo + Q2 + 1 


Qo 


47ZSq 


R' 


4ksq R' j 


d' oil V’= 


J_02_ 

4k£q R ' 


c- 


4n£h R’ 4n£n R 


1 Q1+Q2 , j Qo 

4k£q R 


4n£ti 


R’ 


1 -Qo + Q2 + 1 Qo 


47T£q R 
+ V' 


d' ou 


_y, = _Q0_(l_ 


47Z£q\R R\ 

4ji£o R' 

Qo (1 L) 

4k£q\R R' j 

d- S’ est a la masse, son potentiel et sa charge externe deviennent nuls. Sa charge totale est celle 
de la face interne e'est-a-dire -Qo- 


v.—L-z°l+ 1 * 


4k£q R' 4tT£q R 

Qo f 1 1 ' 


4k£q 


R R' 


d' oil V„ = 


Qo_(i l 

4n£o yR R' 


-V -V' 


Qo 


V -V 


on en deduit 


e- Sachant que la capacite d’un condensateur a influence totale est C = 

^ , RR f 

que C = 4tt£q 

R + R f 

Remarque : On peut calculer C avant de relier S’ a la masse , le resultat reste le meme ; ceci 
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montre que la capacite est independante de la charge et du potentiel et ne depend que de la 
geometrie et des dimensions du condensateur. 

Pro3 

Considerons le reseau de la figure 1 ou G est un generateur de 6 Volts et Ri, R 2 et Rj sont des 
resistances egales respectivement a 12 Q, 6 /2et 12 Q. 



Figure 1 

1- a. Combien le reseau comporte-t-il de noeuds et de branche ? 

b. Combien d’equations independantes pouvons-nous obtenir a l’aide des lois de 
Kirchhoff ? 

c. Etablir ces equations et resoudre le systeme obtenu. 

2- En utilisant la methode des mailles independantes, retrouver ces courants. En deduire la 
valeur de la d.d.p. Va - Vb- 

3- A l’aide des resultats precedents, trouver la valeur V A - Vb de la tension entre les bomes 
A et B du circuit de la figure 2. 



B 36 Q 

Figure 2 


Solution 

Pro3 



Figure 1 
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1- a. Le circuit contient n = 2 noeuds ; C et D. II contient aussi b = 3 branches : DABC, DC 
en passant par Ri et DC en passant par G. 

b. Loi aux noeuds :n - 1 = 1 equation 

Loi aux mailles : b - (n - 1) = 3 - 1 = 2 equations independantes. 

c. I 0 = Ii+ 12 

G = (R2 + R3) I 2 
G = R 1 I, 


Ce 


qui 


donne 


I 1 = — = 0,50A ,I 2 = 

R 1 


{r 2 + R 3 )Rj 


i?7 + i?3 


R 1 + R 2 


= 0,33 A; 


h J 2 R I+ R 2 )G 

Ri(R, + R 2 ) 

Le circuit comporte deux mailles 

independantes. On choisi comme sens positif 
celui des aiguilles d’une montre. io et L sont les 
courants fictifs de chaque maille. On applique 
pour chaque maille la loi de Pouillet modifiee. 

G = R 1 io R 1 12 

0 = (Ri + R2 + R3) <2 —Ri io 

On en deduit facilement que : 

. f /? / + R 2 + R 3 )g g 

*0 = K L 7 » et i 2 


io 


G 


D jl | ■ A 

, r r 2 " 


Ri\ 


R, 


R 3 


B 


A. N. : i 0 = — = 0,83 A ; i 2 = - = 0,33 A 
6 3 


En comparant le circuit reel a la representation des mailles independantes, on a : 

Io = io = 0,83 A ; I 2 = i2 = 0,33 A ; Ij = io - i2 = 0,50 A 
Va~ V b = R 3 I 2 = 4 V. 

3- Les homes F et H du circuit de la figure 2 sont au meme potentiel. On peut les reunir et 
dans ce cas il apparait que les resistances 7 Q et 42 Q sont en paralleles de meme que les 
resistances 18 Cl et 36 fi. Le circuit obtenu est identique a celui de la figure 1 et 
V a -Vb = 4 V. 
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